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ВВЕДЕНИЕ 
 
Любая вузовская учебная дисциплина включает в себя две части – теорети-

ческую и практическую. Опыт преподавания учебных дисциплин показывает, что 
одной теории, даже хорошо усвоенной, бывает недостаточно для решения при-
кладных задач, для чего необходимо приобретение практических навыков. На-
пример, теория езды на двухколесном велосипеде достаточно проста: суммарный 
вектор сил, действующих на велосипедиста, должен проходить через площадь 
контакта велосипедного колеса с дорогой. Но, по понятным причинам, теории не-
достаточно, и без практического навыка езды не обойтись. 

Приобретенные практические навыки способствуют глубокому усвоению 
теории стохастического моделирования и оптимизации технических систем мето-
дами математической статистики и эффективному решению прикладных задач, 
связанных с решением народнохозяйственных проблем. 

Математическая статистика содержит два типа научно-технической литера-
туры: 1) научные труды по теоретической математической статистике, ориенти-
рованные на математиков-теоретиков; 2) теоретико-прикладные издания, 
ориентированные на научных работников, имеющих дело с обработкой статисти-
ческих данных. Однако и тот, и другой тип научной литературы достаточно 
сложны для инженеров-практиков, не владеющих математикой в объеме про-
граммы механико-математических факультетов. 

Издание предлагаемого учебно-методического пособия позволит воспол-
нить пробел в учебной литературе, являясь своеобразным «букварем» прикладной 
математической статистики, при написании которого авторы приводят практиче-
ски все формулы без доказательства; уравнения регрессии, с помощью которых 
осуществляются стохастическое моделирование и оптимизация технических сис-
тем, представляют в виде степенного ряда, состоящего только из ортогональных 
факторов, благодаря чему используемый математический аппарат сведен к объему 
программы школьной алгебры без применения матричной алгебры. 

Для численного решения примеров и индивидуальных заданий, предложен-
ных в пособии, достаточно применения калькулятора. Однако авторы считают, 
что моделирование технических систем должно производиться в компьютерных 
программах, что позволяет существенно повысить точность, быстродействие и, 
самое главное, безошибочность решения прикладных задач. Кроме того, примене-
ние программ компьютерной математики предполагает использование большого 
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количества встроенных математических функций, позволяющих создавать универ-
сальные автоматизированные оболочки для решения прикладных задач. Поэтому 
для логической преемственности изложение материала осуществляется на базе 
единого алгоритма с иллюстрацией решения примеров и типовых задач с помо-
щью калькулятора, а также с помощью простых и широко распространенных про-
грамм компьютерной математики MS Excel и Mathcad 15. 

Предлагаемое пособие охватывает относительно небольшой класс при-
кладных задач. Однако приобретенные теоретические знания и практические 
навыки в дальнейшем помогут будущим инженерам в изучении теории, необ-
ходимой для решения более сложных задач в различных областях народного 
хозяйства, а также для расширенного применения программ компьютерной 
математики MS Excel и Mathcad 15. 
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Лабораторная работа № 1 
 

АЛГОРИТМ КОРРЕКТНОГО ОФОРМЛЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТА 
ИНЖЕНЕРНЫХ И НАУЧНЫХ РАСЧЕТОВ 

 
Цель работы: освоение метода расчета относительной и абсолютной погреш-

ности детерминированного параметра и корректное оформление результата научных 
и инженерных расчетов. 
 

Теоретическое обоснование 
 

Моделирование технических систем, описываемых детерминированными за-
кономерностями, включает в себя построение математических моделей на базе фун-
даментальных законов природы с последующим изучением закономерностей 
функционирования изучаемых технических систем. При этом детерминированный 
параметр Y определяется с абсолютной ∆Y и относительной погрешностью ∆Y/Y, 
обусловленной погрешностью управляющих факторов Х, которая вызвана погреш-
ностью измерительной системы. Однако для объектов, описываемых детерминиро-
ванными закономерностями, использование более точного измерительного 
инструмента позволяет уменьшить абсолютную и относительную погрешность па-
раметра. Например, определение линейных размеров изделий различными инстру-
ментами дает разную абсолютную погрешность: ± 10 мм (швейный метр), ± 1 мм 
(металлическая линейка), ± 0,1 мм (штангенциркуль), ± 0,01 мм (микрометр), 
± 0,001 мм (оптический микроскоп). 

При решении прикладных задач рассчитанный параметр Y, его абсолютную ∆Y 
и относительную ∆Y/Y погрешность можно записать в виде бесконечной десятичной 
дроби с любым количеством цифр: ρ = M/V = 7,834 610 г/см3; Δρ = 0,357 494 г/см3; 
Δρ/ρ = 0,045 630. Однако приборы, используемые для технических измерений, обес-
печивают относительную погрешность ∼ 5 %. Очевидно, что точность приведенной 
плотности материала не соответствует реальной и является избыточной, поэтому для 
корректной записи рассчитанного параметра необходимо ввести алгоритм округления 
результата расчетов. 

Алгоритм корректного оформления результата расчетов научных и инженер-
ных экспериментов сформулирован для трех случаев: 1) задана округляемая цифра; 
2) задана абсолютная погрешность рассчитанного параметра; 3) заданы аналитиче-
ские функции для расчета параметра и абсолютная погрешность определения 
управляющих факторов. 
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Для формулирования алгоритма необходимы следующие определения: 
– первая цифра слева, отличная от нуля, является первой значащей цифрой 

числа, представленного в десятичной форме; 
– все последующие цифры после первой значащей также являются значащими.  
Обратите внимание: после первой значащей цифры все цифры являются 

значащими, в том числе и нули. В числе 0,004 500  – четыре значащие цифры; в 
числе 546,000 – шесть значащих цифр; в числе 1,000 000 – семь значащих цифр. 

 
Алгоритм округления результата 
расчета по заданной округляемой цифре 
 
Если известна цифра, до которой следует произвести округление числа, то 

все цифры после округляемой заменяются нулями, причем если следующая цифра 
после округляемой равна 0, 1, 2, 3, 4, то округляемая цифра остается без измене-
ния. Если следующая цифра после округляемой равна 5, 6, 7, 8, 9, то округляемая 
цифра увеличивается на единицу. Нули после округляемой цифры, если они стоят 
в дробной части числа, не пишутся. 

Пример 1.1. Пусть число π = 3,141 592 654 требуется округлить: а) до трех 
значащих цифр; б) до семи значащих цифр. 

Решение: а) до трех значащих цифр (выделены) – π = 3,141 592 654 ≈ 3,14; 
б) до семи значащих цифр (выделены) – π = 3,141 592 654 ≈ 3,141 593. 

Пример 1.2. Пусть число 1 239,870 232 требуется округлить: а) до трех знача-
щих цифр; б) до пяти значащих цифр; в) до семи значащих цифр. 

Решение: до трех значащих цифр (выделены) – 1 239,870 232 ≈ 1 240; б) до пя-
ти значащих цифр (выделены) – 1 239,870 232 ≈ 1 239,9; в) до семи значащих цифр 
(выделены) – 1 239,870 232 ≈ 1 239,870 (обратите внимание на вариант в)). 

 
Алгоритм округления параметра 
по заданной абсолютной погрешности 
 
Если задано значение параметра Y и его абсолютная погрешность ∆Y, то ок-

ругление следует начать с абсолютной погрешности ∆Y. 
Если первая значащая цифра абсолютной погрешности 1, 2, 3, 4, 5 («легкая» по-

грешность), то абсолютную погрешность следует округлить до двух значащих цифр. 
Если первая значащая цифра абсолютной погрешности 6, 7, 8, 9 («тяже-

лая» погрешность), то абсолютную погрешность следует округлить до одной 
значащей цифры. 

После округления абсолютной погрешности ∆Y рассчитанный параметр Y 
следует округлить до значащих цифр округленной абсолютной погрешности. 
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Алгоритм округления относительной погрешности ∆Y/Y такой же, как и ал-
горитм округления абсолютной погрешности ∆Y. 

Округление ∆Y и Y производится лишь в окончательном ответе. Все про-
межуточные результаты расчетов следует округлять минимум до четырех зна-
чащих цифр, что гарантирует относительную погрешность самой абсолютной 
погрешности менее 0,10 %. 

При округлении абсолютной погрешности следует учитывать следующее: 
– если требуется округлить абсолютную погрешность ∆Y = 0,595 021, то ее 

нужно округлить до первых двух значащих цифр: ∆Y = 0,595 021 ≈ 0,60, так как 
она «легкая». Однако после округления абсолютная погрешность ∆Y из «легкой» 
превратилась в «тяжелую», поэтому ∆Y следует повторно округлить до одной 
значащей цифры: ∆Y = 0,595 021 ≈ 0,60 ≈ 0,6; 

– если требуется округлить абсолютную погрешность ∆Y = 0,970 223, то ее 
следует округлить до одной значащей цифры: ∆Y = 0,970 223 ≈ 1, так как она «тя-
желая». Однако после округления абсолютная погрешность ∆Y из «тяжелой» пре-
вратилась в «легкую», поэтому ∆Y следует повторно округлить до двух значащих 
цифр: ∆Y = 0,970 223 ≈ 1 ≈ 1,0. 

Примеры корректного оформления результатов научных и инженерных 
расчетов приведены в табл. 1.1.  

Обратите внимание: в примере а) «легкая» погрешность при повторном 
округлении превращается в «тяжелую»; в примере г) «тяжелая» погрешность при 
повторном округлении превращается в «легкую». 

Таблица 1.1 
Примеры корректного оформления результатов расчета 

Исходные данныеY Y± ∆  
Округленная  
абсолютная  

погрешность Y∆  

Корректно оформленный 
результат расчета Y Y± ∆  

54 076,432 ± 597,391 600 → 600 54 100 ± 600 
712 435,607 ± 5 949,990 5 900 712 400 ± 5 900 
0,198 745 ± 0,007 832 0,008  0,199 ± 0,008 
987 345,321 ± 98 342,7 100 000 → 100 000 990 000 ± 100 000 

 
 

Алгоритм определения относительной  
и абсолютной погрешности параметра,  
рассчитанного по аналитическим функциям 
 
Пусть детерминированная модель представляет собой аналитическую функ-

цию Y = Y(x, z) от двух детерминированных факторов x и z, которые определены  
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с абсолютной погрешностью x ± ∆x и z ± ∆z (сама функция и ее производные долж-
ны быть непрерывными). Очевидно, что в этом случае рассчитанный параметр Y 
будет также вычислен с некоторой абсолютной погрешностью Y ± ∆Y. 

Можно показать, что если ( , ) ( ) ( )Y x z f x g z=  или ( , ) ( ) ( )Y x z f x g z= , то в 
обоих случаях относительная погрешность параметра Y рассчитывается по уравнению 

( ) ( )
( ) ( )

Y f x g zx z
Y f x g z

′ ′∆
= ∆ + ∆ , 

соответственно, абсолютная погрешность 

( ) ( )
( ) ( )

f x f zY x z Y
f x f z

 ′ ′
∆ = ∆ + ∆ 

 
. 

Для расчета относительной ∆Y/Y и абсолютной погрешности ∆Y параметра Y 
необходимо использовать известные алгебраические преобразования элементар-
ных функций и формулы их производных: 

– степенные функции ( 0, 0, , )x z> > − ∞ < α < +∞ −∞ < β < +∞ : 

x x xα β α+β= ,     
x x
x

α
α−β

β = ,     
1x
x

−α
α= , 

( )x xα β αβ= ,      ( )xz x zα α α= , 
/ 0,x xβ α βα β ≠= , 

22 ,nn x x x= −∞ < < +∞ ; 

– показательные и логарифмические функции ( 0, 0, 1, 1, 0, 0)a b a b x z> > ≠ ≠ > > : 

( )lnx axa e= ,         ( ) ( )
( )

log
log

log
b

a
b

x
x

a
= , 

ln( ) ln( ) ln( )xz x z= + ,        ( ) ( )ln ln lnx x z
z

  = − 
 

; 

– тригонометрические функции ( , , 0, 1, 2, ...)
2

x n x n nπ
≠ + π ≠ π = ± ± : 

sin( ) tg( )
cos( )

x x
x

= ,           cos( ) ctg( )
sin( )

x x
x

= , 

( )sin 2 2sin( )cos( )x x x= ; 



 

10 

– производные элементарных функций ( 0, , 0, 1)x a a> − ∞ < α < +∞ > ≠ : 

( ) 1x xα α−′ = α ,         0C′ = ,         1x′ = , 

( ) lnx xa a a′ = ,         ( )e ex x′ = , 

( ) ( )
1log

lna x
x a

′ = ,          1ln( )x
x

′ = , 

sin( ) cos( )x x′ = ,         cos( ) sin( )x x′ = − ; 

– производная сложной функции ( ){ }Y f x= ψ ϕ   : 

( ){ } ( ) ( )d d dd
d d d d

f x x xY
x x

ψ ϕ  ψ ϕ  ϕ   = ⋅ ⋅
ψ ϕ

, 

или 

x xY fψ ϕ′ ′ ′ ′= ψ ϕ . 

Примеры расчета производной сложных аналитических функций 

Пример 1.3. ( )
3 113 2 2d 3 3 3

d 2 2 2
x x x x

x
−

= = = ,   0>x . 

Пример 1.4. ( ) ( ) ( )2 2 2d sin cos 2 2 cos
d

x x x x x
x

  = =  . 

Пример 1.5. ( ) ( ) ( ) ( )2d sin 2sin cos sin 2
d

x x x x
x

  = =  . 

Пример 1.6. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos 2 cos 2 cos 2d sin 2 2 2sin 2
d

x x xe e x x e
x

  = − = −    . 

Пример 1.7. ( ) ( ) ( )
( )

( )
4

2 4 4 3 3
4 4

ln 3 5d 1ln 3 5 2ln 3 5 20 40
d 3 5 3 5

x
x x x x

x x x

+
 + = + ⋅ = ⋅  + +

. 

Пример 1.8. ( ){ } ( ) ( ) ( )7 5 3 6 5 3 5 3 4 3d sin cos 7sin cos cos cos 5cos
d

x x x x
x

     = ×       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 6 5 3 5 3 4 3 3sin 3 105 sin cos cos cos cos sinx x x x x x x     × − = − ⋅      . 

В настоящее время разработан большой спектр программного обеспечения 
в компьютерной математике, позволяющий автоматизировать вычисления произ-
водных и алгебраических преобразований формул при моделировании и коррект-
ном оформлении результата расчетов. В данном лабораторном практикуме 
использованы две программы компьютерной математики: MS Excel [2] и 
Mathcad  [3]. Так как нахождение производных элементарных функций  
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в программе MS Excel невозможно, поэтому приведенные примеры 1.3–1.8 до-
полнительно выполнены только в компьютерной программе Mathcad, краткие 
сведения о применении которой приведены в прилож. 6. 

Для упрощения ввода алгебраических выражений в программе Mathcad следу-
ет использовать панели инструментов из главного меню программы (рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1 

 
Решение примеров 1.3–1.8 в программе Mathcad представлено на рис. 1.2. 

 
Рис. 1.2 
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Примеры расчета относительной погрешности параметра Y,  
задаваемого аналитическими функциями при x ± ∆x, z ± ∆z  
 
Пример 1.9. Y x zα β= ⋅ ,   ( 0, 0)x z> > . 
Решение. Так как  

( ) 1x xα α−′ = α , ( ) 1z zβ β−′ = β , 

то 
1 1Y x zx z x z

Y x z x z

α− β−

α β

α β∆ α β
= ∆ + ∆ = ∆ + ∆ . 

Пример 1.10. 2 5Y x z= , ( 0, 0)x z≠ ≠ . 
Решение. См. пример 1.9: 

2 5Y x z
Y x z
∆ ⋅∆ ⋅∆

= + . 

Пример 1.11. 
73

7 3

xY
z

= ,  ( 0, 0)x z≠ ≠ . 

Решение. См. пример 1.9: 
7

3 7 3

37 3
7

x xY
z z

= = ,       7 3
3 7

Y x z
Y x z

∆ ∆ ∆
= ⋅ + ⋅ . 

Пример 1.12. 
( )

( )
2

4

7sin

ln 5

x
Y

z
=

+
,   ( 0,1, 2, ...), 0.x n n z≠ π = >  

Решение. Используется уравнение ( ) ( )
( ) ( )

Y f x g zx z
Y f x g z

′ ′∆
= ∆ + ∆ , где 

( ) ( )2 2( ) 7sin , ( ) 7cos 2f x x f x x x′= = , 

( )4( ) ln 5g z z= + ,       ( )
3

4

1( ) 4
5

g z z
z

′ = ⋅
+

, 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3
2 4 3

2
2 4 4 4

1 4
7cos 2 5 42 ctg .

7sin ln 5 5 ln 5

z
x x zY z zx z x x x

Y x z z z

⋅
+∆ ∆

= ∆ + ∆ = ⋅ ∆ + ⋅
+ + +

 

Обратите внимание: константа 7 не влияет на величину ΔY/Y. 
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Пример 1.13. sin xY e= ( 0)x > . 

Решение. Используется уравнение ( )
( )

Y f x x
Y f x

′∆
= ∆ , где 

1 1
2sin sin sin1 1( ) , ( ) cos cos

2 2
x x xf x f x x x x

x
e e e

−
′= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ , 

sin

sin

1cos cos2
2

x

x

x xY x x x
Y x

e

e

⋅ ⋅
∆

= ∆ = ⋅ ∆ . 

Пример 1.14. ( )3 5 7sin cosY x =   , x > 0. 

Решение. См. пример 1.13: 

( )3 5 7( ) sin cosf x x =   ,  

( ) ( ) ( ) ( )2 5 7 5 7 4 7 7 6( ) 3sin cos cos cos 5cos sin 7f x x x x x x     ′ = −      , 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 5 7 5 7 4 7 7 6

3 5 7

3sin cos cos cos 5cos sin 7

sin cos

x x x x xY x
Y x

     −∆      = ⋅ ∆ =
 
 

 

= ( ) ( ) ( )6 4 7 5 7 7105 cos сtg cos sinx x x x x ⋅ ⋅ ∆  . 

Решение примеров 1.9–1.14 в программе Mathcad представлено на рис. 1.3–1.5. 

 
Рис. 1.3 
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Рис. 1.4 

 
Рис. 1.5 

 
 

Лабораторные работы 

Лабораторные работы включают в себя задания для закрепления материала, 
изложенного в теоретическом разделе:  

– лабораторная работа № 1 связана с корректным оформлением результата 
расчетов при заданной абсолютной погрешности;  

– лабораторная работа № 2 связана с расчетом абсолютной и относительной 
погрешности параметра, задаваемого аналитическими функциями;  

– лабораторная работа № 3 связана с корректным оформлением результата 
расчетов параметра, полученного в результате моделирования, и включает расчет 
абсолютной и относительной погрешности. 
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Лабораторная работа № 1.1 
 

Цель работы: закрепление практических навыков корректного оформления 
результата научных и инженерных расчетов при заданной абсолютной погрешности. 

 
Пример выполнения лабораторной работы № 1.1 
 
Полученные после выполнения инженерных расчетов исходные данные, со-

держащие минимум 4 значащие цифры, приведены в табл. 1.2, где поэтапно проил-
люстрирован алгоритм корректного оформления результатов научных и 
инженерных расчетов. 

Таблица 1.2 
Исходные данные и корректно оформленные результаты расчетов 

Исходные данные Y ± ∆Y Округление ∆Y 
Корректно  
оформленный  

результат расчета Y Y± ∆  
14,869 751 ± 0,019 405 0,019 405 → 0,019 14,870 ± 0,019 
149 865,990 ± 5 956,051 5 956,051 → 6 000 → 6 000 150 000 ± 6 000 
48,988 623 ± 0,049 523 0,049 523 → 0,050 48,989 ± 0,050 
66 970,962 ± 5 949,213 5 949,213 → 5 900 67 000 ± 5 900 
67,998 991 ± 0,009 902 0,009 902 → 0,01 → 0,010 67,999 ± 0,010 
378 990,732 ± 9 499,551 9 499,551 → 9 000 379 000 ± 9 000 
4 358,804 ± 5,953 5,953 → 6,0 → 6 4 359 ± 6 
7 711,098 ± 0,969 443 0,969 443 → 1 → 1,0 7711,1 ± 1,0 
424,859 89 ± 0,003 950  0,003 950 → 0,0040 424,8599 ± 0,0040 
29 945,90 ± 659,32 659,32 → 700 29 900 ± 700 

 
Обратите внимание: неправильно, если округленная абсолютная погрешность 

будет равна 0,100 (?); 0,251 (?); 0,522 (?); 0,200 (?); 25,0 (?); 3,14 (?); 501 (?); 0,62 (?); 
9,0 (?); 7,5 (?); 0,095 (?); 85 (?), так как «легкая» округленная абсолютная погрешность 
имеет две значащие цифры, «тяжелая» – одну значащую цифру. Правильный вариант 
может быть таким: 0,10; 0,25; 0,52; 0,20; 25; 3,1; 500; 0,6; 9; 8; 0,10; 90. 

 
Лабораторная работа № 1.2 

 
Цель работы: закрепление практических навыков определения относительной 

и абсолютной погрешности параметра, рассчитанного по аналитическим функциям. 
 

Пример выполнения лабораторной работы № 1.2 
 
Выполнение лабораторной работы заключается в решении пяти уравнений.  

Уравнение 1.  75 3Y x z= .  
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Уравнение 2.  sin
4cos

xY
z

= . 

Уравнение 3.  
3 2 3 5ln ( 2 )zY e x x= + . 

Уравнение 4.  ( ) ( )53 cossin zxY e e= .  

Уравнение 5.  3 7( )Y f x= .  
 

1. 75 3 , 0, 0.Y x z x z= ≠ ≠  
Для расчета относительной погрешности параметра следует использовать 

пример 1.9. 
35
7

Y x z
Y x z

∆ ∆ ∆
γ = = + .  

Для расчета абсолютной погрешности параметра следует использовать 
уравнения: 

;Y Y∆ = γ  

75 335
7

x zY x z
x z

 ∆ ∆
∆ = + ⋅ 

 
. 

Пример выполнения уравнения 1 в программе Mathcad приведен на рис. 1.6. 
 

 
Рис. 1.6 

 

2. 2
sin 1, 3, 5, ..., ( 0,1,2, ...), ( )
4 cos

m mxY x n n z
z

π == ≠ π = ≠
⋅

. 

Для расчета относительной погрешности параметра используют уравнение 

( ) ( )
( ) ( )

Y f x g zx z
Y f x g z

′ ′∆
γ = = ∆ + ∆ ,  
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где ( ) sinf x x= , 
1 11
2 2

1
2

1 1 1 cos( ) cos cos cos
2 2 22

xf x x x x x x
xx

− −
′ = = = = . 

( ) 4 cos( )g z z= ⋅ ,    ( ) 4sin( )g x z′ = − , 

( )
( ) ( )

ctg4sincos tg .
4 cos2 sin 2

xzY x x z x z z
Y zx x x

−∆
γ = = ∆ + ∆ = ∆ + ∆

⋅⋅
 

Обратите внимание: наличие константы в параметре не влияет на значение 
его относительной погрешности. Если константу использовать как фактор, то про-
изводная такого фактора равна 0 и, следовательно, его вклад в величину относи-
тельной погрешности равен 0. 

Для расчета абсолютной погрешности параметра используют уравнение 

.Y Y∆ = γ  

( )
ctg 1 sintg

4 cos2

x xY x z z
zx

 
 ∆ = ⋅ ∆ + ∆
 
 

. 

Пример выполнения уравнения 2 в программе Mathcad приведен на рис. 1.7. 
 

 
Рис. 1.7 

 

3. ( )3 2 3 5 0,770398ln 2 , 0,xY e z z z z= + > ≠ … 

Для расчета относительной погрешности параметра используют уравнение 
( ) ( )
( ) ( )

Y f x g zx z
Y f x g z

′ ′∆
γ = = ∆ + ∆ ,  
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где 3

( ) ,xf x e=  3 2( ) 3xf x e x′ = ⋅ , 2 3 5( ) ln ( 2 )g z z z= + .  

( ) ( )3 5 2
3 5 2 4

3 5 2

ln( 2 ) 6 201( ) 2 ln( 2 ) 3 10
2 (1 2 )

z z z
g z z z z z

z z z z
+ +

′ = ⋅ + + =
+ +

, 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

3

3

3 5 2 22
2

2 2 3 5 2 3 5

2 ln( 2 ) 3 10 6 203 3 .
1 2 ln 2 1 2 ln 2

x

x

z z z z zY e x x z x x
Y z z z ze z z z z

⋅ + + + ∆∆ ⋅
γ = = ∆ + ∆ = ⋅ ⋅ ∆ +

+ + + +
 

Для расчета абсолютной погрешности параметра используют уравнение 

.Y Y∆ = γ  

( )
( ) ( )

3
2

2 2 3 5
2 3 5

6 20
3 ln ( 2 )

1 2 ln 2
xz z

Y x x e z z
z z z z

 + ∆
  ∆ = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ +  + + 

. 

Пример выполнения уравнения 3 в программе Mathcad приведен на рис. 1.8. 
 

 

 

Рис. 1.8 
 

4. ( ) ( )53 cossin .zxY e e=  

Для расчета относительной погрешности параметра используют уравнение 

( ) ( )
( ) ( )

Y f x g zx z
Y f x g z

′ ′∆
γ = = ∆ + ∆ ,  

где 
3

( ) sin( )xf x e= ,   ( )3 3 2( ) cos 3x xf x e e x′ = ⋅ . 

( )5cos( ) zg z e= ,   ( ) ( )
5cos z 5 4( ) sin 5g z e z z ′ = −  , 
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( )
( )

( ) ( )
( )

53 3

53

cos2 5 4

cos

cos 3 sin 5

sin

zx x

zx

e e x e z zY x z
Y e e

γ
 ⋅ −∆  = = ∆ + ∆ =

 

( ) ( )3 32 4 53 ctg 5 sin .x xx e e x z z z= ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ∆  

Для расчета абсолютной погрешности параметра используют уравнение 

.Y Y∆ = γ ⋅  

( ) ( ) ( ) ( )53 3 3 cos2 4 53 ctg 5 sin sin .zx x xY x e e x z z z e e ∆ = ⋅ ⋅ ∆ + ⋅ ∆    
Пример выполнения уравнения 4 в программе Mathcad приведен на рис. 1.9. 

 

 
Рис. 1.9 

 
5. 3 7( ), ( ) 0Y f x f x= ≠ . 
Для расчета относительной погрешности параметра используют уравнение 

( )
( )

Y f x x
Y f x

′∆
γ = = ∆ ,  

где ( )3 7( )f x f x= ,     ( ) ( ) ( ) ( )2 7 7 6 6 2 7 7( ) 3 7 21f x f x f x x x f x f x′ ′ ′= = ⋅ . 

( ) ( ) ( )6 2 7 7 7
6

3 7 7

21
21

( ) ( )
x f x f x f xY x x x

Y f x f x

′ ′⋅∆
γ = = ∆ = ∆ . 

Для расчета абсолютной погрешности параметра используют уравнение 

.Y Y∆ = γ  
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( ) ( )
7

6 3 7 6 2 7 7
721 ( ) 21 ( )

( )
f x

Y x x f x x f x f x x
f x

′
′∆ = ∆ = ⋅ ∆ . 

В компьютерной системе Mathcad, в которой выполнены все расчеты, этот 
пример решить нельзя. 

 
Лабораторная работа № 1.3 

 
Цель: усвоение метода корректного оформления результата научных и ин-

женерных расчетов. 
Рассчитать диаметр D шарика  из золота, а также абсолютную и относи-

тельную погрешность, если его масса (5,820 0,020) г,M = ±  плотность золота 
3(19 300 20) кг/ мρ = ± . Для расчета принять 3,141 59π ≡ . 

Алгоритм выполнения задания: 
1. Кратко записать исходные данные. 
2. Перевести исходные данные в СИ, если их размерность указана в другой 

системе. 
3. Написать уравнение для расчета искомого параметра D в зависимости от 

заданных управляющих факторов. 
4. Рассчитать численное значение параметра D. 

5.  Вывести формулу для расчета относительной погрешности параметра D
D

∆ . 

6. Рассчитать относительную погрешность параметра D
D

∆ . 

7. Рассчитать абсолютную погрешность параметра D∆ . 
8. Корректно оформить результаты расчета. Оформить отчет. Все промежу-

точные расчеты производить с точностью не менее 4 значащих цифр. 
 
Пример выполнения лабораторной работы № 1.3 
 
1. Записать исходные данные: 

(5,820 0,020) г,M = ±   3(19 300 20) кг/ мρ = ± ,  3,14159π ≡ . 

2. Перевести исходные данные в СИ: 

(5,820 0,020) г (0,005 820 0,000 020) кг;M = ± = ±  
3(19 300 20) кг/м .ρ = ±  
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3.  Написать формулу для расчета диаметра D  шарика. Так как объем шарика 
3

6
DV π

=  и его плотность 3
6M M

V D
ρ = =

π
, то  

3
6MD =
πρ

. 

4. Рассчитать D по полученной формуле: 

3 3
6 6 0,005 820 0,008 319 98м.

3,141 59 19 300
MD ⋅

= = =
πρ ⋅

 

5. Вывести уравнение для определения относительной погрешности γ диа-
метра шарика. 

Так как диаметр шарика рассчитывается по формуле 
1/3

33 1/3
6 6M MD = =
πρ π ρ

, то 

его относительная погрешность  

1 1
3 3

D M
D M

∆ ∆ ∆ρ
γ = = ⋅ + ⋅

ρ
. 

6. Рассчитать относительную погрешность определения диаметра шарика: 

1 0,000 020 1 20 0,001146 0,000 345 0,001 491.
3 0,005 820 3 19 300

D
D

∆
γ = = ⋅ + ⋅ = + =  

7. Рассчитать абсолютную погрешность:  

0,001 491 0,008 320 0,000 012 40 м.DD D
D

∆ ∆ = = ⋅ = 
 

 

8. Корректно оформить результат расчета диаметра шарика. 
Ответ. Лабораторная работа № 1.3, вариант 30. 

1. 3
6MD =
πρ

. 

2. 1 1
3 3

D M
D M

∆ ∆ ∆ρ
γ = = +

ρ
. 

3. (0,008 320 0,000 012) м (8,320 0,012) ммD = ± = ± . 

4. 0,0015D
D

∆
= . 

Пример выполнения лабораторной работы № 1.3 в программе MS Excel 
приведен на рис. 1.10. 
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Рис. 1.10 

 
Пример выполнения лабораторной работы № 1.3 в программе Mathcad при-

веден на  рис. 1.11. 

 
Рис. 1.11 

 
 

Вопросы и задания для самоконтроля 
 

1.  Напишите уравнение для расчета относительной и абсолютной погреш-
ности детерминированного параметра ( , ) ( ) / ( )Y x z f x g z= . 

2. Корректно оформите результаты расчета: 
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0,059 699 0,000 297 432Y = ± ; 

0,059 699 0,000 972 432Y = ± ; 

2637,6859 29,7248Y = ± ; 

267,2859 0,9724Y = ± ; 

2637,2859 96,7248Y = ± . 

3. Чему равна относительная погрешность параметра 
( )

3

5cos 4
xY

z
= ? 

4. Чему равна относительная погрешность параметра 
6 3

32sin ( )
xY

z
= ? 

 
Варианты лабораторной работы № 1.3 (индивидуальные задания) 

 
1. Рассчитать мощность стартера W , а также абсолютную и относительную 

погрешность определения, если напряжение питающего стартер аккумулятора 
(12,2 0,6) BU = ±  и сила тока (255 8) AI = ± . 

2. Рассчитать мощность нагревателя W , а также абсолютную и относитель-
ную погрешность определения, если нагреватель включен в сеть с напряжением 
U = (230 ± 10) В и его омическое сопротивление (18,30 0,50) ОмR = ± . 

3. Рассчитать мощность генератора W , а также абсолютную и относитель-
ную погрешность определения, если генератор питается током (35,0 1,0) AI = ± и 
его омическое сопротивление (21,2 0,7)ОмR = ± . 

4. Рассчитать кинетическую энергию Е автомобиля, а также абсолютную и 
относительную погрешность определения, если его масса (8,70 0,40) тМ = ±  и 
скорость движения (72,0 2,0) км/ чV = ± . 

5. Определить время t  (и абсолютную и относительную погрешность опре-
деления), за которое гоночный автомобиль «Порше» достигнет значений скорости 

(100,0 2,0) км/ чV = ±  при стартовом ускорении 2(8,90 0,20) м/ сa = ± .  
6. Определить величину избыточного давления P  (и  абсолютную и относи-

тельную погрешность определения) на глубине моря (100,0 1,0) мH = ±  при 

плотности морской воды 3(1035 15) кг/мρ = ± . Для расчета принять, что ускоре-

ние свободного падения 29,807 м/ сg ≡ . 
7. Рассчитать плотность ρ  металлического кубика, а также абсолютную и отно-

сительную погрешность ее определения, если его масса (583,0 5,0) гМ = ±  и длина 
ребра (60,00 0,50) ммl = ± . Определить, из какого металла он изготовлен. 
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8. Рассчитать плотность ρ  металлического шарика, а также абсолютную и 
относительную погрешность определения, если его масса (590,0 2,0) гМ = ±  и 
диаметр (50,10 0,10) ммD = ± . Для расчета принять, что 3,14159π ≡ . Определить, 
из какого металла он изготовлен. 

9. Рассчитать потенциальную энергию П кирпича на высоте Останкинской те-
лебашни в Москве, а также абсолютную и относительную погрешность определения, 
если его масса (4,80 0,20) кгМ = ±  и высота телебашни (532,0 5,0) мН = ± . Для 

расчета принять, что ускорение свободного падения 29,807 м/ сg ≡ . 
10. Определить период колебаний Т маятника в Исаакиевском соборе Санкт-

Петербурга, а также абсолютную и относительную погрешность определения, если 
его длина (95,00 0,20) мl = ±  и ускорение свободного падения 

2(9,807 0,030) м/ сg = ± . Для расчета принять, что 3,14159π ≡ . 
11. Определить силу тока I  в утюге, а также абсолютную и относительную 

погрешность определения, если мощность утюга (1,25 0,06) кВтW = ±  и он вклю-
чен в сеть с напряжением (230 10) BU = ± . 

12. Определить величину напряжения U , приложенного к электроплитке, а 
также абсолютную и относительную погрешность его определения, если мощность 
электроплитки (1,500 0,050) кВтW = ±  и ее сопротивление (10,9 0,6)Ом .R = ±  

13. Определить значение скорости  ,V  с которой камень упадет на землю, а 
также абсолютную и относительную погрешность определения, если камень 
сброшен с высоты Эйфелевой башни (H = (320,0 ± 3,0) м) и ускорение свободного 
падения 2(9,807 0,009) м/ сg = ± . 

14. Рассчитать силу тока I  в электрофене, а также абсолютную и относи-
тельную погрешность определения, если мощность фена (1,760 0,050) кВтW = ±  
и его сопротивление (15,00 0,10)Ом .R = ±  

15. Рассчитать силу тока I , проходящего через сопротивление, а также аб-
солютную и относительную погрешность определения, если сопротивление 

(1,950 0,020)ОмR = ±  и величина падения напряжения (12,00 0,10) BU = ± . 
16. Рассчитать значение сопротивления нагревателя R , а также абсолютную 

и относительную погрешность определения, если мощность нагревателя 
(2,80 0,10) кВтW = ±  и он подключен к сети с напряжением (230,0 5,0) В.U = ±  

17. Рассчитать значение сопротивления сушильного шкафа R , а также абсолют-
ную и относительную погрешность определения, если мощность сушильного шкафа 

(3,50 0,10) кВтW = ±  и он питается током, сила которого  (10,00 0,20) А .I = ±  
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18. Рассчитать ускорение a  гоночного автомобиля «Порше», а также абсо-
лютную и относительную погрешность определения, при котором автомобиль 
достигнет значения скорости (100,0 2,0) км/ чV = ±  за время (2,80 0,10) сt = ± . 

19. Определить глубину моря H, а также абсолютную и относительную по-
грешность определения, если на этой глубине избыточное давление 

(55,00 0,40)МПаP = ±  (≈ 550 атм.) при плотности морской воды 
3(1035 11) кг/мρ = ± . Для расчета принять, что ускорение свободного падения 

29,807 м/ сg ≡ . 
20. Рассчитать ускорение свободного падения a  на Луне, а также абсолют-

ную и относительную погрешность определения, если на Луне период колебаний 
маятника длиной (2,500 0,020) мl = ±  составляет (7,770 0,030) сT = ± . Для расче-
та принять, что 3,14159π ≡ . 

21. Определить значение скорости V  автомобиля «Порше» (и абсолютную 
и относительную погрешности определения), которое он достигнет за время 

(7,20 0,10) сt = ±  при стартовом ускорении а 2(8,90 0,20) м/ с= ± . 
22. Определить длину маятника l , а также абсолютную и относительную 

погрешность определения, если период колебаний маятника (1,000 0,010) сT = ±  

и ускорение свободного падения 2(9,807 0,050) м/ сg = ± . Для расчета принять, 
что 3,14159π ≡ . 

23. Определить, до какого значения высоты H  долетит камень, а также абсо-
лютную и относительную погрешность определения, если его бросить вверх со скоро-
стью (25,50 0,10) м/ с,V = ±  ускорение свободного падения 2(9,807 0,050) м/ сg = ± . 

24. Определить величину напряжения U на входных клеммах электросчет-
чика, а также абсолютную и относительную погрешность определения, если для 
всех работающих приборов величина сопротивления  (16,40 0,35)ОмR = ±  и в 
подсоединенных к счетчику проводах сила тока (14,10 0,45) АI = ±  (в квартире 
работают холодильник, телевизор, утюг, стиральная машина, горят 20 освети-
тельных лампочек и сверкает огнями новогодняя елка). 

25. Рассчитать длину l  ребра кубика из титана, а также абсолютную и отно-
сительную погрешность определения, если его масса (4,90 0,10) гM = ±  и плот-

ность титана 3(4540 30) кг/м .ρ = ±  
26. Определить центростремительное ускорение nа , а также абсолютную и 

относительную погрешность определения, если линейная скорость вращения 
(36,0 1,0) км/ чV = +  и радиус вращения (50,0 2,0) см .R = ±  
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27. Рассчитать значение первой космической скорости 1V , а также абсолют-
ную и относительную погрешность определения, если радиус Земли 

(6380 25) кмR = ±  и ускорение свободного падения 2(9,807 0,030) м/ сg = ± . 
28. Рассчитать энергию конденсатора W , а также абсолютную и относи-

тельную погрешность определения, если емкость конденсатора 
(450,0 5,0) мкФC = ±  и напряжение на его обкладках (1250 10) ВU = ± . 

29. Рассчитать частоту ν  колебательного контура, а также абсолютную и 
относительную погрешность определения, если емкость колебательного контура 

(25,05 0,50) мкФC = ±  и индуктивность (60,0 1,0) мГнL = ± . Для расчета при-
нять, что 3,14159π ≡ . 

30. Рассчитать значение диаметра D  шарика из золота, а также абсолютную 
и относительную погрешность определения, если масса шарика 

(5,820 0,020) гM = ±  и плотность золота 3(19 300 20) кг/мρ = ± . Для расчета при-
нять, что 3,14159π ≡ . 

 
Порядок оформления отчета 
 
1.  Отчет содержит титульный лист, основную часть и заключение. 
2.  В основной части указать: 
− цель лабораторной работы; 
− исходные данные в СИ; 
− математическую формулу для расчета детерминированного параметра; 
− рассчитанный искомый параметр; 
− математическую формулу для расчета относительной погрешности иско-

мого параметра; 
− рассчитанную относительную погрешность искомого параметра; 
− рассчитанную абсолютную погрешность искомого параметра. 
3.  В заключении привести корректно оформленный результат расчетов 

(см. Ответ. Лабораторная работа 1.3, вариант 30). 
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Лабораторная работа № 2 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КАЧЕСТВА СЕРИЙНОЙ ПРОДУКЦИИ  
ВЫБОРОЧНЫМ МЕТОДОМ 

 
Цель работы: определение качества серийной продукции выборочным методом. 

 
Теоретическое обоснование 

 
При производстве серийной продукции актуально снижение затрат на кон-

троль ее качества. Одним из способов решения этой проблемы является выбороч-
ный метод контроля, при использовании которого заключение о качестве 
серийной продукции дается на базе статистического анализа параметров относи-
тельно небольшого количества изделий, называемого выборкой. 

Выборочный метод базируется на утверждении, что случайные значения 
выборки, извлекаемые из генеральной совокупности случайным образом, репре-
зентативно отражают свойства генеральной совокупности [6]. 

Математически такие закономерности задаются функцией плотности веро-
ятности. В системах, изучаемых в науке и технике, распределение параметров 
достаточно часто подчиняется закону нормального распределения (распределение 
Гаусса). Функция плотности вероятности измеряемого параметра с таким распре-
делением имеет колоколообразный вид (рис. 2.1) и теоретически однозначно за-
дается уравнением Гаусса с параметрами µ и σ: 

2

2

2

( )
21( ; ; )

2

Y

N Y e
−

−µ
σµ σ = ⋅

πσ
,  

где N (Y, µ, σ) – функция плотности вероятности с законом нормального распре-
деления;  
     Y – изучаемый параметр;  
     µ – генеральное математическое ожидание, или генеральное среднее;  
     σ – генеральное стандартное отклонение;  
     σ 2 – генеральная дисперсия. 

 
Рис. 2.1. График закона нормального распределения 
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Положение вершины кривой определяется параметром µ, рассеяние случай-
ных значений параметра Y относительно µ – параметром σ (генеральным стан-
дартным отклонением). Следует отметить, что параметры Y, µ, σ имеют 
одинаковую размерность. 

Функция плотности вероятности нормального распределения реализуется в 
генеральной совокупности, выражаемой полным множеством случайных значе-
ний параметра, теоретически равным бесконечности. На практике под генераль-
ной совокупностью значений параметра может подразумеваться совокупность, 
состоящая из относительно большого количества значений, характерного для се-
рийного и массового производства. Например, генеральная совокупность цыплят 
на птицеферме насчитывает десятки тысяч особей. 

Закон нормального распределения случайных величин имеет фундамен-
тальное значение для решения широкого спектра прикладных задач, поскольку 
адекватно, с достаточной точностью описывает распределение случайных значений 
исследуемого параметра, подверженного непредсказуемым влияниям большого ко-
личества относительно небольших по величине случайных независимых факторов.  

Уравнение Гаусса позволяет рассчитать долю изделий в заданном интервале 
∆Y параметра Y как площадь соответствующего сегмента (рис. 2.2). 

 

Рис. 2.2. График определения доли изделий в заданном интервале ∆Y параметра Y  
с помощью функции нормального распределения 

 
Если интервал значений параметра Y разбить на отрезки, кратные стандартно-

му отклонению, то им соответствуют (рис. 2.3): 
– доля изделий для интервала σ ≤ Y ≤ σ (составляет 68,26 %); 
– доля изделий для интервала 2σ ≤ Y ≤ 2σ (составляет 95,45 %); 
– доля изделий для интервала  3σ ≤ Y ≤ 3σ (составляет 99,73 %). 
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Рис. 2.3. График распределения долей изделий в интервалах значений  

параметра Y, кратных стандартному отклонению σ 
 

Таким образом, знание параметров генеральной совокупности µ и σ дает 
возможность спрогнозировать ожидаемую долю случайных значений в любом за-
данном интервале. Однако точное определение параметров генеральной совокуп-
ности случайной величины практически невозможно, так как потребуется знание 
большого (теоретически бесконечного) количества случайных величин. 

В качестве примера, иллюстрирующего практическую необходимость знания 
параметров генеральной совокупности, рассмотрено составление бизнес-плана не-
которой компании, занимающейся пошивом мужских костюмов. Для упрощения 
взят один функциональный параметр костюма – рост мужчины. Рыночный спрос 
на костюмы того или иного размера будет определяться функцией плотности веро-
ятности нормального распределения потенциальных покупателей по росту. 

Если допустить, что параметры генеральной совокупности равны, например, 
µ ≈ 170 см, σ ≈ 10 см, а само распределение близко к нормальному, то  при месячной 
программе производства 10 тыс. костюмов в диапазоне роста 170–180 см [µ; µ + σ] 
следует пошить 34,13 % от месячной нормы, т. е. 3413 костюмов, в диапазоне 180–
190 см [µ + 2σ; µ + 3σ] – только 2,14 %, т. е. 214 костюмов (см. рис. 2.3). Понятно, 
что количество проданных костюмов с точностью до одного не совпадет с числом 
пошитых, но такой бизнес-план будет наилучшим среди прочих. 

В идеальном случае надо было бы измерить рост всех мужчин, потенциальных 
покупателей, и по параметрам генеральной совокупности µ и σ спрогнозировать долю 
производства костюмов каждого размера. Очевидно, что эксперимент, включающий 
несколько миллионов измерений, экономически нецелесообразен. 

Однако методы математической статистики все-таки позволяют оценить па-
раметры генеральной совокупности нормального распределения µ и σ, хотя и с не-
которой погрешностью, используя для этого относительно небольшое количество 



 

30 

случайных величин, принадлежащих генеральной совокупности (выборочный ме-
тод). Чем больше объем выборки, тем с большей точностью можно оценить пара-
метры генеральной совокупности. При этом при измерении случайных величин, 
принадлежащих генеральной совокупности, необходимо, чтобы погрешность са-
мой измерительной системы была бы на порядок меньше погрешности измерения 
параметров генеральной совокупности. 

Другая проблема, которая возникает при составлении бизнес-планов с при-
менением выборочного метода, заключается в выборе вероятности, с которой 
следует оценивать параметры генеральной совокупности. 

В качестве примера рассмотрена организация массового производства ан-
тифрикционных втулок. Пусть контролируемым параметром является прочность 
втулок, значение которой должно находиться в диапазоне 420–468 МПа. Есть два 
варианта технологической реализации производственного процесса. Первый ва-
риант технологического оснащения обеспечивает долю втулок с требуемыми па-
раметрами, равную 95,45 %, второй вариант – 99,73 %. Это означает, что первый 
вариант обеспечивает распределение контролируемого параметра в диапазоне 
µ ± 2σ (σ ≈12 МПа), второй – µ ± 3σ (σ ≈ 8 МПа) (см. рис. 2.3). При программе 
выпуска 50 тыс. штук брак по первому технологическому варианту составит 
2275 втулок (4,55 %), по второму – 135 втулок (0,27 %). Очевидно, что второй ва-
риант лучше, так как доля брака в нем в 16 раз меньше, чем в первом технологи-
ческом варианте. Однако во втором случае высокая стабильность процесса 
обеспечивается более совершенным, следовательно, более дорогим оборудовани-
ем. Стоимость втулок, изготовленных по второму технологическому варианту, 
будет выше, чем по первому. И поэтому только экономический анализ покажет, 
какой из технологических вариантов выгоднее. 

 
Выборка и определение ее параметров  
Распределение случайных величин 1, ... , nY Y , ( 1, ..., )i n=  в выборке объемом n , 

извлеченных из генеральной совокупности, характеризуется, как и генеральная 
совокупность, двумя выборочными параметрами: 

– выборочное среднее 

11 ... ...

n

i
ii n

Y
Y Y Y

Y
n n

=+ + + +
= =

∑
; 
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– выборочная дисперсия 

2
2 2 2

12 1

( )
( ) ... ( ) ... ( )

1 1

n

i
ii n

Y Y
Y Y Y Y Y Y

S
n n

=

−
− + + − + + −

= =
− −

∑
, 

а также двумя вспомогательными параметрами, рассчитываемыми на базе основ-
ных параметров: 

– выборочное стандартное отклонение 

2S S= ; 

– число степеней свободы выборочной дисперсии S2 и выборочного стан-
дартного отклонения S : 

1Sf n= − . 

Число степеней свободы выборочного параметра, рассчитанного на основе 
случайных величин, принадлежащих выборке, равно Sf n B= − , где В – число 
параметров, предварительно рассчитанных по этой же выборке, необходимых 
для его определения. При определении выборочной дисперсии используется 
только один, предварительно рассчитанный параметр – выборочное среднее Y , 
и поэтому 1Sf n= − . 

Пример 2.1. Дана выборка случайных значений: 3, 2, 2, 4, 3, 10, 1, 3. Рассчи-
тать выборочные параметры. 

Решение: 
– объем выборки n = 8 (определить самостоятельно); 
– выборочное среднее 

1 3 2 2 4 3 10 1 3 28
3,500

8 8

n

i
i

Y
Y

n
= + + + + + + +

= = = =
∑

; 

– выборочная дисперсия 

(

)

2 2 2 2 2

1

2 2 2 2 2

( ) ( 1) (3 3,5) (2 3,5) (2 3,5)

(4 3,5) (3 3,5) (10 3,5) (1 3,5) (3 3,5) (8 1)

n

i
i

S Y Y n
=

= − − = − + − + − +

+ − + − + − + − + − − =

∑

( )0,25 2,25 2,25 0,25 0,25 42,25 6,25 0,25 7 54,00 7 7,714;= + + + + + + + = =  

– выборочное стандартное отклонение 

2 7,714 2,777S S= = = ; 
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– число степеней свободы выборочной дисперсии  

1 8 1 7Sf n= − = − = . 

Ответ. Для выборки n = 8, 3,500,Y = 2 7,714,S =  2,777,S =  7Sf = . 
На практике при формировании выборок возможны случаи, при которых в 

нее попадают случайные значения, нарушающие статистическую закономерность. 
Чтобы использование выборочных параметров для оценки параметров генераль-
ной совокупности было корректным, необходимо убедиться в том, что среди слу-
чайных значений выборки нет грубой ошибки (промаха), а случайные значения 
выборки принадлежат к закону нормального распределения. В математической 
статистике разработаны различные способы решения этих задач. В данной лабо-
раторной работе использованы две процедуры: 

1)  проверка случайных значений выборки на промах по критерию Смирнова–
Граббса; 

2)  проверка случайных значений выборки на принадлежность их к закону 
нормального распределения по критерию Гири. 

 
Проверка случайных значений выборки на промах  
по критерию Смирнова–Граббса  
Алгоритм проверки, основанный на гипотезе наличия в выборке только од-

ного промаха, включает следующие операции: 
– определить кандидата на промах кандY , которым является случайное значе-

ние выборки, максимально удаленное от выборочного среднего Y  (очевидно, что 
кандидатом может быть наименьшее или наибольшее значение выборки): 

канд maxY Y− → ; 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Смирнова–Граббса: 

канд
э

Y Y
S

−
τ = ; 

– определить критическое значение критерия Смирнова–Граббса ;f pτ
τ  при 

числе степеней свободы 2f nτ = −  (так как предварительно были рассчитаны пара-

метры ,Y S ) и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 1). 
Выполнение неравенства 

; 2; 0,95э f p n−τ
τ < τ = τ  

означает, что в выборке 1, ... , nY Y  нет промаха ( кандY  не является промахом). 
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Выполнение неравенства 

;э 2; 0,95f p nτ −τ ≥ τ = τ  

означает, что значение кандY  в выборке 1, ... , nY Y  является промахом. 
Если в выборке обнаружен промах, то его следует исключить из исходной 

выборки и выборочные параметры пересчитать заново. Если при повторной про-
верке обновленной выборки будет обнаружен еще один промах, то параметры та-
кой выборки не могут быть использованы для корректной оценки параметров 
генеральной совокупности с помощью формул, приведенных в пособии. 

Пример 2.2. Проверить случайные значения выборки 3, 2, 2, 4, 3, 10, 1, 3 на 
промах по критерию Смирнова–Граббса. 

Решение. Для выборки 0 8n = , 3,500Y = , 2,777S =  (см. пример 2.1). 
Для проверки случайных значений выборки на промах используют следую-

щий алгоритм: 
– определить кандидата на промах Yканд, которым может быть минимальное 

значение выборки min 1Y =  или максимальное max 10Y = : 

min 1 3,500 2,500Y Y− = − = , 

max 10 3,500 6,500Y Y− = − = . 

Так как  min maxY Y Y Y− > − , то канд max 10Y Y= = ; 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Смирнова–Граббса: 

канд
э

10 3,500 6,500
2,341

2,777 2,777

Y Y

S

− −
τ = = = = ; 

– определить критическое значение критерия Смирнова–Граббса при числе 
степеней свободы 0 2 8 2 6f nτ = − = − =  и доверительной вероятности 0,95p =  
(прилож. 1): 

0; 2; 0,95 6; 0,95 2,172f p nτ −τ = τ = τ = . 

Ответ. В выборке 3; 2; 2; 4; 3; 10; 1; 3 случайная величина max 10Y =  является 
промахом, так как э 6; 0,952,341 2,172τ = > = τ , и она подлежит исключению из вы-

борки. Повторная проверка показала отсутствие промаха в обновленной выборке. 
 
Проверка случайных значений выборки на принадлежность  
их к закону нормального распределения по критерию Гири  
Алгоритм проверки выборки, не содержащей промах, включает следующие 

операции: 
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– рассчитать экспериментальное среднее абсолютное отклонение: 

1CAO

n

i
i

Y Y

n
=

−
=

∑
; 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Гири: 

э
САО 2

1
n

n S
θ = ⋅ −

− π
; 

– рассчитать критическое значение критерия Гири при числе степеней сво-
боды f nθ =  и доверительной вероятности 0,95p = : 

;
0,4

n p n
θ = . 

Выполнение неравенства 

э ;f pθ
θ < θ  

означает, что случайные значения выборки 1, ... , nY Y  принадлежат к закону нор-
мального распределения. 

Выполнение неравенства 

э ;f pθ
θ ≥ θ  

означает, что случайные значения выборки 1, ... , nY Y  не принадлежат к закону 
нормального распределения. 

Если случайные значения выборки не принадлежат к закону нормального 
распределения, то ее выборочные параметры не могут быть использованы для 
оценки параметров генеральной совокупности с помощью формул, приведен-
ных в пособии. 

Выборка, случайные значения которой не содержат промах и подчиняют-
ся закону нормального распределения, является репрезентативной и отражает 
статистическую закономерность генеральной совокупности. 

Пример 2.3. Проверить случайные значения выборки 3, 2, 2, 4, 3, 1, 3 на 
принадлежность их к закону нормального распределения. Для выборки 7n = , 

2,571Y = , 0,9759S =  (см. пример 2.2). 
Решение. Для решения задачи используется критерий Гири: 
– рассчитать экспериментальное среднее абсолютное отклонение:  

1
САО 3 2,571 2 2,571 2 2,571

4 2,571 3 2,571 1 2,571 3 2,571 7 0,7756;

(

) /

n

i
i

Y Y n
=

= − = − + − + − +

+ − + − + − + − =

∑
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– рассчитать экспериментальное значение критерия Гири: 

э
САО 2 7 0,7756 2 0,060 55

1 7 1 0,9759 3,141 59
n

n S
θ = ⋅ − = ⋅ − =

− π −
; 

– рассчитать критическое значение критерия Гири при числе степеней сво-
боды f nθ =  и доверительной вероятности р = 0,95: 

; 7; 0,95
0,4 0,4 0,4

0,1512
2,64587f p nθ

θ = θ = = = = . 

Ответ. Случайные значения выборки 3; 2; 2; 4; 3; 1; 3 принадлежат к закону 
нормального распределения по критерию Гири, так как э 7; 0,950,060 55 0,1512θ = < = θ , 

но сама выборка является репрезентативной (см. примеры 2.2 и 2.3). 
Выборочный метод оценки параметров генеральной совокупности по 

критериям Стьюдента и Пирсона. Реализация метода предусматривает выпол-
нение двух предпосылок: 

– отобранные для анализа значения выборки взяты случайно; 
– выборка, по которой оцениваются параметры генеральной совокупности, 

является репрезентативной. 
Выборочные параметры позволяют оценивать параметры генеральной сово-

купности с некоторой погрешностью, зависящей от значения доверительной веро-
ятности и объема выборки. Чем больше объем выборки, тем меньше погрешность 
определения параметров генеральной совокупности при одной и той же довери-
тельной вероятности. 

Оценка доверительного интервала генерального среднего по критерию 
Стьюдента. Для репрезентативной выборки доверительный интервал генераль-
ного среднего оценивается по уравнениям: 

min maxµ < µ < µ , 

min Y Yµ = − ∆ , 

max Y Yµ = + ∆ , 

,Sf pt S
Y

n
∆ = , 

где Y∆  – абсолютная погрешность генерального среднего µ;  
      ;Sf pt  – критическое значение критерия Стьюдента при числе степеней свободы 

1Sf n= −  и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2). 
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Оценка доверительного интервала генерального стандартного откло-
нения по критерию Пирсона. Для репрезентативной выборки доверительный ин-
тервал генерального стандартного отклонения оценивается по уравнениям: 

min maxσ < σ < σ , 

2

min 2
; (1 )/2

( 1)

Sf p

n S

+

−
σ =

χ
, 

2

max 2
; (1 )/2

( 1)

Sf p

n S

−

−
σ =

χ
, 

где 2
; (1 )/2Sf p+χ  и 2

; (1 )/2Sf p−χ  – верхнее и нижнее критические значения критерия Пир-

сона с числом степеней свободы 1Sf n= −  при доверительной вероятности 
0,95p =  (прилож. 3). 

 
Пример 2.4. Оценить доверительный интервал генерального среднего с до-

верительной вероятностью 0,95p =  по значениям репрезентативной выборки 3, 2, 

2, 4, 3, 1, 3, выборочные параметры которой 2,571Y = , 0,9759S = , 7n = . 
Решение. Так как выборка репрезентативная, то оценка доверительного интер-

вала генерального среднего µ  по выборочным параметрам, с учетом алгоритма ок-
ругления абсолютной погрешности, осуществляется следующим образом: 

– рассчитать абсолютную погрешность Y∆  генерального среднего µ : 

; 1; 0,95 6; 0,95 2,447 0,9759 0,9025 0,9
2,6467

Sf p nt S t S t S
Y

n n
− ⋅

∆ = = = = = ≈ , 

где ;Sf pt  – критическое значение критерия Стьюдента при числе степеней свободы 

1 7 1 6Sf n= − = − =  и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2): 

; 1; 0,95 6; 0,95 2,447
Sf p n−τ = τ = τ = ; 

– рассчитать доверительный интервал генерального среднего µ  с учетом ал-
горитма корректного оформления результатов расчета:  

min maxµ < µ < µ , 

где                            min 2,571 0,9 2,6 0,9 1,7Y Yµ = − ∆ = − = − = , 

max 2,571 0,9 2,6 0,9 3,5Y Yµ = + ∆ = + = + = . 
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Ответ. Доверительный интервал генерального среднего для репрезента-
тивной выборки 2,571Y = ; 0,9759S = ; 7n =  по критерию Стьюдента определя-
ется неравенством 1,7 3,5< µ < . 

Пример 2.5. Оценить доверительный интервал генерального стандартного 
отклонения с доверительной вероятностью 0,95p =  по случайным значениям ре-
презентативной выборки 3, 2, 2, 4, 3, 1, 3, выборочные параметры которой 

2,571Y = , 0,9759S = , 7n = .  
Решение. Так как выборка репрезентативная, то доверительный интервал ге-

нерального стандартного отклонения σ  по выборочным параметрам оценивается по 
уравнениям  (результаты расчета округлены до двух значащих цифр): 

min maxσ < σ < σ , где  

2 2 2

min 2 2
; (1 )/2 6; 0,975

( 1) (7 1) 6 0,9759 0,3955 0,6289 0,63
14,449

Sf p

n S S

+

− − ⋅
σ = = = = = ≈

χ χ
, 

2 2 2

max 2 2
; (1 )/2 6; 0,255

( 1) (7 1) 6 0,9759 4,619 2,149 2,1
1,237

Sf p

n S S

−

− − ⋅
σ = = = = = ≈

χ χ
, 

где 2
; (1 )/2Sf p+χ  и 2

; (1 )/2Sf p−χ  – верхнее и нижнее критические значения критерия Пир-

сона с числом степеней свободы 1 7 1 6Sf n= − = − =  при доверительной вероятно-
сти 0,95p =  (прилож. 3): 

2 2 2
; (1 )/2 1; (1 )/2 6; 0,975 14,449

Sf p n p+ − +χ = χ = χ = , 
2 2 2

; (1 )/2 1; (1 )/2 6; 0,025 1,237
Sf p n p− − −χ = χ = χ = . 

 
Ответ. Доверительный интервал генерального стандартного отклонения 

для репрезентативной выборки 2,571,Y =  0,9759S = , 7n =  по критерию Пирсона 
определяется неравенством 0,63 2,1< σ < . 

 
Лабораторная работа 

 
Цель работы: оценка качества серийной продукции выборочным методом. 
Формулировка лабораторной работы. На предприятии изготавливают ан-

тифрикционные втулки методом порошковой металлургии (прессование и спека-
ние порошков бронзы). 

Изготовленные втулки поступают в отдел технического контроля партиями 
в коробках по 1000 шт. с несколькими дополнительными, случайно отобранными 
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образцами из этой же производственной партии. Контроль серийной продукции 
по качеству осуществляют выборочным методом – путем определения предела на 
сжатие (МПа) отобранных образцов. 

Математическая формулировка лабораторной работы:  
1. На основе выборочных значений предела прочности на сжатие, получен-

ных на одиннадцати образцах (481; 452; 447; 437; 463; 401; 485; 469; 468; 476; 459 
МПа), необходимо рассчитать доверительный интервал генерального среднего 

min maxµ < µ < µ  и доверительный интервал генерального стандартного отклонения 

min maxσ < σ < σ .  
2. Принять решение о пригодности партии втулок в количестве 1000 шт. 

Критерий пригодности партии втулок – выполнение неравенства 

[ ]э min max2A = µ − σ ≥ µ , 

где эA  – экспериментальное значение параметра качества;  
      [ ]µ  – нормативное значение предела прочности на сжатие. В данном примере 
[ ] 350МПа .µ =  
 

В случае, если э [ ]А > µ , партия серийной продукции втулок считается при-
годной, в противном случае – непригодной. 

 
План выполнения лабораторной работы 
 
1. Методами математической статистики провести предварительную обра-

ботку экспериментальных данных исходной выборки (n, Yср, S2, S, fs). 
2. Проверить случайные значения исходной выборки на промах по критерию 

Смирнова–Граббса. Убедиться, что при повторной проверке обновленной выборки 
промаха нет. 

3. Проверить случайные значения выборки на принадлежность их к закону 
нормального распределения по критерию Гири. Убедиться, что обновленная вы-
борка является репрезентативной. 

4. Оценить доверительный интервал генерального среднего min maxµ < µ < µ  

по критерию Стьюдента. 
5. Оценить доверительный интервал генерального стандартного отклонения 

min maxσ < σ < σ  по критерию Пирсона. 
6. Сделать вывод о качестве серийной продукции. Все промежуточные рас-

четы на калькуляторе производить с точностью не менее четырех значащих цифр. 
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Пример выполнения лабораторной работы 
 
1. Обработать экспериментальные данные исходной выборки (481, 452, 447, 

437, 463, 401, 485, 469, 468, 476, 459 МПа): 
– объем исходной выборки 0 11n = ; 
– выборочное среднее 

0

1
0

0

481 452 447 437 463 401 485 469 468 476 459 458,0
11

n

i
i

Y
Y

n
= + + + + + + + + + +

= = =
∑

; 

– выборочная дисперсия 

( )
0 22

0 0 0
 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

( 1)

(481 458,0) (452 458,0) (447 458,0) (437 458,0) (463 458,0)

(401 458,0) (485 458,0) (469 458,0) (468 458,0) (476 458,0)
(459 458,0) (11 1) 567,6;

(

)

n

i
i

S Y Y n
=

= − − =

= − + − + − + − + − +

+ − + − + − + − + − +

+ − − =

∑

 

– выборочное стандартное отклонение 

2
0 0 567,6 23,82S S= = = ; 

– число степеней свободы выборочной дисперсии 2
0S : 

0 0 1 11 1 10Sf n= − = − = . 

2. Проверить случайные значения исходной выборки объемом 0 11n =  на 
промах по критерию Смирнова–Граббса: 

– кандидат на промах Yканд (наиболее удаленное от выборочного среднего  

0 458,0Y =  значение выборки) равен или самому большому значению выборки 
( 7 485Y = ), или самому маленькому ( 6 401Y = ). 

Так как 0 06 7401 458,0 57,0 485 458,0 27,0,Y Y Y Y− = − = > − = − = то 

Yканд = 401; 

– критическое значение критерия Смирнова–Граббса, число степеней свободы 
которого 

0 0 2 11 2 9f nτ = − = − =  при доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 1): 

0 0; 2; 0,95 9; 0,95 2,343f p nτ −τ = τ = τ = . 
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В исходной выборке канд 401Y =  является промахом, так как 

э0 9; 0,952,393 2,343τ = > = τ . Значение 6 401Y =  удаляется из исходной выборки. Даль-

нейшая обработка экспериментальных данных проводится на обновленной выборке. 
Обработать экспериментальные данные обновленной выборки (481, 452, 

447, 437, 463, 485, 469, 468, 476, 459 МПа): 
– объем обновленной выборки 1 10n = ; 
– выборочное среднее 

1

 1
1

1

481  452  447  437  463  485  469  468  476  459 463,7
10

n

i
i

Y
Y

n
= + + + + + + + + +

= = =
∑

; 

– выборочная дисперсия 

( )
1 22

1 1 1
1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( 1)

(481 463,7) (452 463,7) (447 463,7) (437 463,7)
(463 463,7) (485 463,7) (469 463,7) (468 463,7)
(476 463,7) (459 463,7) (10 1) 233,6;/

(

)

n

i
i

S Y Y n
=

= − − =

= − + − + − + − +

+ − + − + − + − +

+ − + − − =

∑

 

– выборочное стандартное отклонение 
2

1 1 233,6 15,28S S= = = ; 

– число степеней свободы выборочной дисперсии 2
1S : 

1 1 1 10 1 9Sf n= − = − = . 

Следует самостоятельно убедиться в том, что в обновленной выборке нет 
промаха. 

3. Проверить случайные значения обновленной выборки объемом 1 10n =  на 
принадлежность их к закону нормального распределения по критерию Гири: 

– среднее абсолютное отклонение 

1

1 1
1

CAO

481 463,7 452 463,7 447 463,7 437 463,7 463 463,7

485 463,7 469 463,7 468 463,7 476 463,7 459 463,7 10
12,10;

(
)

n

i
i

Y Y n
=

= − =

= − + − + − + − + − +

+ − + − + − + − + − =

=

∑
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– экспериментальное значение критерия Гири 

1

1
э

1 1

САО 2 10 12,10 2 0,8347 0,7979 0,0368;
1 10 1 15,28 3,141 59

n
n S

θ = ⋅ − = ⋅ − = − =
− π −

 

– критическое значение критерия Гири 

1; 10; 0,95
1

0,4 0,4
0,1265

10n p n
θ = θ = = = . 

Случайные значения обновленной выборки объемом 1 10n =  принадлежат к 
закону нормального распределения, так как э1 10; 0,950,0368 0,1265θ = < = θ . Обнов-

ленная выборка является репрезентативной, так как она не содержит промах и 
подчиняется закону нормального распределения. 

4. Определить доверительный интервал генерального среднего 

min maxµ < µ < µ  по случайным значениям репрезентативной выборки объемом 

1 10n =  по критерию Стьюдента: 
– абсолютная ошибка генерального среднего µ  (с учетом алгоритма округ-

ления абсолютной погрешности): 

1 1; 1 1; 1 9; 0,95 1
1

1 1

2,262 15,28 11
10 10

f p n ps
t S t S t S

Y
n n

− ⋅
∆ = = = = = , 

где 
1 ;Sf pt  – критическое значение критерия Стьюдента при числе степеней свободы 

1 1 1 10 1 9Sf n= − = − =  и при доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2): 

11 ; 1, 0,95 9; 0,95 2,262
Sf p nt t t−= = = ; 

– доверительный интервал генерального среднего min maxµ < µ < µ  с учетом 
алгоритма корректного оформления результатов расчета: 

min 1 1 463,7 11 464 11 453Y Yµ = − ∆ = − = − = , 

max 1 1 463,7 11 464 11 475Y Yµ = + ∆ = + = + = , 

453 475< µ < . 

5. Определить доверительный интервал генерального стандартного отклоне-
ния min maxσ < σ < σ  по случайным значениям очищенной выборки объемом 1 10n =  
по критерию Пирсона (результат округлен до двух значащих цифр): 

1

2
1 1

min 2 2
; (1 )/2 9; 0,975

( 1) 9 233,6 2102,4 110,5 11
19,023

Sf p

n S
+

− ⋅
σ = = = = =

χ χ
, 



 

42 

1

2
1 1

max 2 2
; (1 )/2 9; 0,025

( 1) 9 233,6 2102,4 778,7 28
2,700

Sf p

n S
−

− ⋅
σ = = = = =

χ χ
, 

где 
1

2
; (1 )/2Sf p+χ  и 

1

2
; (1 )/2Sf p−χ  – верхнее и нижнее критические значения критерия Пир-

сона с числом степеней свободы 
1 1 1 10 1 9Sf n= − = − =  при доверительной вероят-

ности 0,95p =  (прилож. 3): 

11

2 2 2
; (1 )/2 1; (1 )/2 9; 0,975 19,023

Sf p n p+ − +χ = χ = χ = , 

11

2 2 2
; (1 )/2 1; (1 )/2 9; 0,025 2,700

Sf p n p− − −χ = χ = χ = , 

11 28< σ < . 
6. Сделать вывод о качестве серийной продукции: 
– экспериментальное значение критерия качества 

э min max2 453 2 28 397A = µ − σ = − ⋅ = ; 
– нормативное значение параметра качества по условиям данной задачи: 

[ ] 350µ = . 

Так как э 397 [ ] 350A = > µ = , то это означает, что партию втулок в количест-
ве 1000 шт. следует считать пригодной. 
 

Пример выполнения лабораторной работы в программе MS Excel 
 

Создать в программе MS Excel таблицу исходных данных. Данные ввести в 
столбец B (рис. 2.4). В этом же столбце, начиная со строки 13, ввести формулы 
компьютерной программы MS Excel. В столбце А показаны уравнения из теоре-
тического обоснования (формулы воспроизводить не обязательно), соответст-
вующие им формулы программы MS Excel – в столбце C. 

1. Использовать данные исходной выборки (рис. 2.4). 

 
Рис. 2.4 



 

43 

2. Рассчитать выборочные параметры исходной выборки (рис. 2.5). 

 
Рис. 2.5 

 
3. Проверить случайные значения исходной выборки объемом 0 11n =  на 

промах по критерию Смирнова–Граббса. 
4. Определить кандидата на промах. Так как кандидат находится на макси-

мальном расстоянии от среднего, проверить максимальное и минимальное значе-
ния в выборке (рис. 2.6). 

 
Рис. 2.6 

 
5. Проверить случайные значения исходной выборки на промах по крите-

рию Смирнова–Граббса: 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Смирнова–Граббса 

(рис. 2.7); 

 
Рис. 2.7 

 
– определить критическое значение критерия Смирнова–Граббса из таблицы 

при числе степеней свободы fτ = n0 – 2 (прилож. 1) или вычислить по уравнению 
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( )
0

0 0

0 0

0
2,

0

2
(1 )/ , 2
2
(1 )/ , 2

1

2
p

p n n
n

p n n

n t

n t
−

− −

− −

−
τ =

− +
, 

где ( ) 0 01 / , 2p n nt − −  – критерий Стьюдента при числе степеней свободы fτ = n0 – 2  

и вероятности (1 – p)/n0, который определяется с помощью функции  
СТЬЮДЕНТ.ОБР  программы MS Excel (рис. 2.8, 2.9). 

 
Рис. 2.8 

 

 
Рис. 2.9 

 
Для сравнения экспериментального и критического значений критерия 

Смирнова–Граббса использовать логическую функцию ЕСЛИ программы MS 
Excel (рис. 2.10, 2.11). 

 
Рис. 2.10 

 

 
Рис. 2.11 

 
В исходной выборке объемом n0 = 11 случайная величина Y6 = 401 является 

промахом, так как э0 9; 0,952,393 2,343τ = > = τ . Промах подлежит удалению из ис-

ходной выборки. 
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Для исключения выборочного значения, являющегося промахом, достаточ-
но удалить это значение из ячейки таблицы программы MS Exсel. При этом все 
параметры выборки обновляются автоматически.  

Обратите внимание: в обновленной выборке не должно быть промаха 
(рис. 2.12). 

 

 
Рис. 2.12 

 
6. Проверить случайные значения обновленной выборки объемом n1 = 10 

на принадлежность их к закону нормального распределения по критерию Гири 
(рис. 2.13). 
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Рис. 2.13 

 
Случайные значения обновленной выборки объемом n1 = 10 с доверитель-

ной вероятностью 95 % принадлежат к закону нормального распределения, так 
как э1 10; 0,950,036 68 0,1265θ = < = θ . 

Поскольку в обновленной выборке нет промаха и ее случайные значения 
принадлежат к закону нормального распределения, то обновленная выборка объ-
емом n1 = 10 является репрезентативной. 

Определение доверительного интервала генерального среднего µ по крите-
рию Стьюдента 

1 1,n pt −  выполняется с помощью функции СТЬЮДЕНТ.ОБР.2Х 
программы MS Excel (рис. 2.14, 2.15) для репрезентативной выборки n1 = 10. 

 
Рис. 2.14 

 

 

Рис. 2.15 
 

Для репрезентативной выборки объемом n1 = 10 с доверительной вероятно-

стью 95 % абсолютная ошибка генерального среднего 11Y∆ = , с учетом алгорит-
ма корректного оформления результата расчетов доверительный интервал 
генерального среднего 453 475< µ <  (МПа).  
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7. Определить доверительный интервал генерального стандартного откло-
нения σ по критерию Пирсона для случайных значений репрезентативной выбор-
ки объемом n1 = 10. Значения критерия Пирсона рассчитать с помощью функции 
ХИ2.ОБР программы MS Excel (рис. 2.16, 2.17, 2.18). 

 
Рис. 2.16 

 

 
Рис. 2.17 

 

 
Рис. 2.18 

8. Рассчитать доверительный интервал генерального стандартного отклоне-
ния с доверительной вероятностью 95 % при округлении до 2 значащих цифр для 
репрезентативной выборки. Ответ: 11 28< σ <  (МПа). 

9. Определить качество партии втулок в количестве 1000 шт. по принятому 
критерию (рис. 2.19). 

 
Рис. 2.19 
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Выполнение условия э min max2 397 [ ] 350A = µ − σ = > µ =  (с учетом алгоритма 
корректного оформления) означает, что партию втулок в количестве 1000 шт. сле-
дует считать пригодной. 

 
Пример выполнения лабораторной работы в программе Mathcad 
 
Создать массив исходных данных, нумерация элементов в котором будет 

начинаться с 1 (рис. 2.20). 

 
Рис. 2.20 

 
1. Рассчитать выборочные параметры исходной выборки (рис. 2.21): 

 
Рис. 2.21 

 
– объем выборки 0n ; 

– выборочное среднее 0срY ; 

– выборочная дисперсия 2
0S ; 

– выборочное стандартное отклонение 0S ; 

– число степеней свободы 0Sf  выборочной дисперсии 2
0S . 

2. Проверить случайные значения исходной выборки на промах по крите-
рию Смирнова–Граббса. Использовать функцию Grubbs (Y, p) программы 
Mathcad, которая позволит рассчитать три величины: номер кандидата на промах; 
экспериментальное значение критерия Граббса с доверительной вероятностью p; 
разность критического и экспериментального значений критерия Граббса.  
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Для расчета экспериментального значения критерия Смирнова–Граббса не-
обходимо полученное из функции Grubbs (Y, p) программы Mathcad эксперимен-
тальное значение критерия Граббса умножить на поправку Смирнова для выборок 
малого объема ( 1) /n n−  (рис. 2.22). 

 
Рис. 2.22 

 
Сравнить критическое значение критерия Смирнова–Граббса при числе 

степеней свободы fτ = n0 – 2 с его экспериментальным значением (рис. 2.23). 

 
Рис. 2.23 

 
В исходной выборке объемом n0 = 11 случайная величина Y6 = 401 является 

промахом, так как э0 9; 0,952,393 2,343τ = > = τ . Промах удалить из выборки (рис. 2.24). 

 
Рис. 2.24 



 

50 

После удаления промаха все параметры выборки обновляются автоматиче-
ски (рис. 2.25). 

 
Рис. 2.25 

 
Обратите внимание: в обновленной выборке не должно быть промаха. 
3. Проверить случайные значения обновленной выборки объемом n1 = 10 

на принадлежность их к закону нормального распределения по критерию Гири 
(рис. 2.26). 

 
Рис. 2.26 
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Случайные значения обновленной выборки объемом n1 = 10 с доверитель-
ной вероятностью 95 % принадлежат к закону нормального распределения, так 
как э1 10; 0,950,036 82 0,1265θ = < = θ . 

Обновленная выборка объемом n1 = 10 является репрезентативной, так как в 
ней нет промаха и ее случайные значения принадлежат к закону нормального 
распределения. 

Для репрезентативной выборки n1 = 10 рассчитать доверительный интервал 
генерального среднего µ по критерию Стьюдента (рис. 2.27). 

 
Рис. 2.27 

 
Для репрезентативной выборки с доверительной вероятностью 95 % абсо-

лютная ошибка генерального среднего 11Y∆ = , с учетом алгоритма корректного 
оформления результата расчетов доверительный интервал генерального среднего 
453 475< µ <  (МПа). 

Для случайных значений репрезентативной выборки объемом n1 = 10 рас-
считать доверительный интервал генерального стандартного отклонения σ по 
критерию Пирсона (рис. 2.28). 

 
Рис. 2.28 

 
Для репрезентативной выборки рассчитать доверительный интервал гене-

рального стандартного отклонения с доверительной вероятностью 95 % при ок-
руглении до двух значащих цифр. Ответ: 11 28< σ <  (МПа). 
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По выбранному критерию качества втулок сделать вывод о пригодности 
партии втулок в количестве 1000 шт. (рис. 2.29). 

 
Рис. 2.29 

 
Так как э min max2 397 [ ] 350A = µ − σ = > µ =  (с учетом алгоритма корректного 

оформления), то партию втулок в количестве 1000 шт. следует считать пригодной. 
 

Вопросы и задания для самопроверки 
 

1. Какими параметрами характеризуется генеральная совокупность случай-
ных величин, подчиняющихся закону нормального распределения? 

2.  В чем различие между понятиями «генеральная совокупность» и «выборка»? 
3. Напишите формулы для расчета основных выборочных параметров. 
4. Сформулируйте алгоритм проверки выборки на промах по критерию 

Смирнова–Граббса. 
5. Сформулируйте алгоритм проверки принадлежности случайных величин 

выборки к закону нормального распределения по критерию Гири. 
6. Напишите формулу для расчета доверительного интервала генерального 

среднего по критерию Стьюдента. 
7. Напишите формулу для расчета доверительного интервала генерального 

стандартного отклонения по критерию Пирсона. 
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Варианты лабораторной работы № 2 (индивидуальные задания) 
Таблица 

Выборочные значения предела прочности 
при сжатии для втулок, МПа 

№ варианта № 
строки 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1 465 448 495 495 486 404 432 424 451 431 476 440 488 433 458 
2 463 424 439 439 446 417 482 472 484 444 434 459 477 467 465 
3 481 331 462 462 451 373 453 537 465 456 433 468 431 446 469 
4 485 380 446 446 427 376 451 424 441 468 422 436 453 445 477 
5 442 446 469 469 496 434 393 476 463 543 440 474 487 468 450 
6 450 431 446 446 434 400 419 460 474 429 491 443 476 458 489 
7 462 421 442 442 415 362 463 449 481 411 444 457 482 480 466 
8 462 445 426 426 465 471 405 437 470 436 480 456 446 449 455 
9 472 452 467 467 438 444 413 441 411 443 450 447 483 463 427 

10 515 412 490 490 453 369 505 476 506 445 442 450 427 465 463 
11 433 399 456 456 473 463 418 476 480 388 451 433 475 441 468 
12 475 461 373 373 471 406 439 501 459 497 426 431 445 412 453 
13 444 488 448 448 503 474 464 487 483 434 429 401 455 460 485 
14 460 415 456 456 418 409 323 480 472 425 478 453 476 457 463 
15 483 474 455 455 417 580 453 460 498 379 428 448 435 458 463 
16 448 444 453 453 480 510 534 469 463 386 374 419 472 454 479 
17 450 402 407 407 499 413 483 464 509 480 450 449 491 459 489 
18 466 417 461 461 558 404 422 477 463 400 446 443 444 439 478 
19 436 474 422 422 442 486 441 455 479 432 470 455 506 448 459 
20 446 488 478 478 475 433 441 450 462 478 441 466 555 453 476 
21 472 473 455 455 426 443 412 435 455 421 446 450 475 434 459 
22 441  457 457 440 475 477  478 422 437 463 514  464 
23   499 499 423 506 467  501 378 472 447   457 
24   423 423  458 501  453   437   477 
25     497           467     454       
[ ]µ  350 370 360 370 380 310 400 380 320 360 370 340 360 420 350 

 
№ варианта  № 

строки 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
1 447 485 465 529 447 476 437 466 463 436 471 476 478 408 457 
2 430 445 477 478 482 443 450 477 507 428 474 449 473 463 453 
3 433 458 466 503 444 452 408 395 488 456 479 434 474 475 456 
4 457 471 473 430 474 463 435 466 462 434 465 403 458 463 449 
5 426 427 471 492 509 467 444 446 399 433 448 444 484 468 438 
6 430 459 468 463 475 455 440 432 454 426 468 454 472 449 464 
7 434 451 453 482 446 519 438 455 474 447 449 439 461 480 462 
8 451 438 445 474 467 479 438 451 467 434 480 437 488 428 472 
9 452 459 448 490 501 461 437 422 486 445 484 448 465 470 497 
10 443 435 439 511 464 462 440 440 503 450 466 459 478 427 466 
11 474 454 420 369 458 456 449 443 465 449 447 378 461 448 469 
12 458 424 458 523 487 439 393 474 499 456 464 443 481 525 477 
13 497 467 466 470 437 419 432 468 445 427 494 473 479 452 478 
14 453 459 454 549 422 487 452 524 490 440 448 423 475 440 464 
15 449 476 447 448 391 477 438 450 455 450 458 450 481 433 448 
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Окончание таблицы 
№ варианта  № 

строки 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
16 413 418 458 496 465 468 438 428 470 447 462 430 464 483 465 
17 469 446 453 527 456 460 417 482 430 452 421 438 493 461 452 
18 420 446 450 463 466 446 454 452 480 453 469 416 480 470 474 
19 441 468 454 450 452 424 459 462 479 488 465 435 472 455 461 
20 437 514 458 441 481 456 448 452 458 441 470 424 509 427 454 
21 439 449 461 487 467 444 419 441  441 463 436 449 442 453 
22 445 430 460 447   429 452  457 475  470 433 456 
23  446 435 475       455  473   
24  435 465 445       458     
25     464               448         
[ ]µ  390 350 390 360 380 370 350 350 360 380 400 390 440 360 350 

 
Порядок оформления отчета 

 
1. Отчет содержит титульный лист, основную часть и вывод. 
2. В основной части указать: 
–  цель работы; 
–  исходные данные; 
– математические формулы и результаты расчета выборочных параметров 

исходной выборки; 
– математические формулы и результаты проверки исходной выборки на 

наличие промаха; 
– математические формулы и результаты проверки обновленной выборки на 

принадлежность к закону нормального распределения; 
– результаты расчета выборочных параметров репрезентативной выборки; 
– математические формулы и результаты расчета доверительных интерва-

лов для генеральных параметров по репрезентативной выборке; 
– математические формулы и результаты расчета экспериментального зна-

чения параметра качества партии деталей. 
3. Заключение о качестве контролируемой партии серийной продукции и 

его обоснование. 
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Лабораторная работа № 3 
 

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ КАЧЕСТВА ОДНОТИПНОЙ  
СЕРИЙНОЙ ПРОДУКЦИИ ВЫБОРОЧНЫМ МЕТОДОМ 

 
Цель работы: сравнительная оценка однотипной серийной продукции по  

качеству выборочным методом. 
 

Теоретическое обоснование 
 

В промышленности и сельском хозяйстве существует значительное количе-
ство проблем, которые могут быть решены методами математической статистики. 
В частности, большое практическое значение имеет решение задачи сравнения 
серийной однотипной продукции по качеству. Под однотипной продукцией сле-
дует понимать продукцию одного функционального назначения, качество которой 
характеризуется количественным критерием. Несмотря на то, что продукция являет-
ся однотипной, она может производиться по отличающимся технологическим про-
цессам и разными производителями, следовательно, обладает различным качеством. 

Понятие «однотипная продукция» включает в себя следующие признаки: 
1) продукция двух сравниваемых партий изделий имеет одинаковое техни-

ческое назначение; 
2) качество изделий обеих партий характеризуется общим количественным 

критерием; 
3) изделия обеих партий удовлетворяют единому требованию к параметру, 

характеризующему их функциональное назначение. 
Понятие «однотипная серийная продукция» математически тесно связано с 

выборочными дисперсиями, например, две партии валов, имеющих различные до-
верительные интервалы диаметра: (50,000 ± 0,010) мм и (50,00 ± 0,10) мм. Если 
критерием качества является погрешность диаметра вала и если она должна быть 
не более ± 0,015 мм, то эти партии не являются однотипными, так как вторая пар-
тия не может быть использована в производстве, в котором используется первая 
партия деталей. Доверительный интервал диаметров валов определяется выбороч-
ными дисперсиями 2 2

1 2иS S . Очевидно, что в данном случае 2
2S  существенно боль-

ше 2
1S , и поэтому такую продукцию нельзя считать однотипной. 
Важно, что две партии однотипной серийной продукции, характеризующие-

ся выборочными параметрами 1Y , 2
1S , n1 и 2Y , 2

2S ,  n2, являются частью соответ-

ствующих генеральных совокупностей. При этом возможны 4 случая: 1) 2 2
1 2σ = σ   



 

56 

и 1 2µ = µ ; 2) 2 2
1 2σ = σ  и 1 2µ ≠ µ ; 3) 2 2

1 2σ ≠ σ  и 1 2µ = µ ; 4) 2 2
1 2σ ≠ σ  и 1 2µ ≠ µ . Третий и 

четвертый случаи не будут рассматриваться, так как партии изделий с неоднород-
ными выборочными дисперсиями не относятся к однотипной серийной продук-
ции. Первый случай – однотипная серийная продукция, в которой различие между 
выборочными средними 1Y  и 2Y  не существенно, так как 1 2µ = µ  (одинаковое ка-
чество). Второй случай – однотипная серийная продукция, в которой различие 
между выборочными средними 1Y  и 2Y существенно, так как 1 2µ ≠ µ . При 1 2µ > µ  
качество первой партии лучше, чем второй, и реализуется не только соотношение 

1 2Y Y> , но и 1 2Y Y>> . 
Алгоритм сравнительного анализа качества однотипной серийной продук-

ции выборочным методом включает в себя  расчеты, которые по своему функ-
циональному назначению объединены в 3 блока. 

Блок 1. Расчет выборочных параметров обеих выборок ( 2
1 1 1, ,n Y S  и 

2
2 2 2, ,n Y S ): 

11 ...

n

i
in

Y
Y Y

Y
n n

=+ +
= =

∑
, 

2
2 2

12 1

( )
( ) ... ( )

1 1

n

i
in

Y Y
Y Y Y Y

S
n n

=

−
− + + −

= =
− −

∑
. 

Блок 2. Проверка обеих партий изделий на однотипность, что математиче-
ски обеспечивается проверкой обеих выборочных дисперсий 2 2

1 1иS S на одно-
родность по критерию Фишера: 

– раcсчитать экспериментальное значение параметра Фишера: 
2 2
1 2

э 2 2
1 2

max ( , )
min ( , )

S SF
S S

= ; 

– определить критическое значение критерия Фишера 
числ знам, ,f f pF , в котором 

на первом месте стоит число степеней свободы большей дисперсии, на втором –
 число степеней свободы меньшей дисперсии при доверительной вероятности 
p = 0,95 (прилож. 4). 

Если 

1 2э ; ;0,95f fF F< , 
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то выборочные дисперсии 2 2
1 2иS S однородны, и это означает, что изучаемая про-

дукция является однотипной. 
Если 

1 2э ; ;0,95f fF F≥ , 

то выборочные дисперсии 2 2
1 2иS S  не однородны, и это означает, что изучаемая 

продукция не является однотипной. 
Если выборочные дисперсии однородны, то в этом случае (и только в этом 

случае) можно сравнивать выборочные средние 1Y и 2Y на существенное разли-

чие с помощью критерия Стьюдента. 
Блок 3. Проверка выборочных средних 1 2иY Y  на существенное различие по 

критерию Стьюдента: 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Стьюдента: 

1 2 1 2 1 2
э 2 2

1 21 1 2 2

( 2)
( 1) ( 1)

Y Y n n n nt
n nn S n S

− + −
= ⋅

+− + −
; 

– определить критическое значение критерия Стьюдента ,tf pt  при числе степе-

ней свободы 1 2 2tf n n= + −  и доверительной вероятности p = 0,95 (прилож. 2). 
Если 

1 2э 2; 0,95< n nt t + − , 

то различие между выборочными средними 1Y  и 2Y  не существенно. В этом слу-
чае обе выборки принадлежат к одной и той же генеральной совокупности, то 

есть µ1 = µ2, поэтому различие между выборочными средними 1Y  и 2Y  случайно. 

Следовательно, качество изделий, характеризуемое параметрами 1Y  и 2Y , одина-
ковое. 

Если 

1 2э 2; 0,95n nt t + −≥ , 

то различие между 1Y  и 2Y  существенно. Это означает, что две выборки принад-

лежат к различным генеральным совокупностям µ1 ≠ µ2. Если 1 2Y Y> , то µ1 > µ2,  и 

это означает, что качество изделий первой партии лучше, чем качество изделий 

второй партии (предполагается, что чем больше Y , тем выше качество). 
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Лабораторная работа 
 

Цель работы: сравнительный анализ однотипной серийной продукции по  
качеству выборочным методом. 

Формулировка задачи. Для производства продукции в механическом цехе ис-
пользуются сверла марки А. Качество сверл характеризуется их стойкостью, показа-
телем которой является время (мин) непрерывной работы сверла до затупления 
режущей кромки. При очередной оптовой закупке сверл выяснилось, что сверла 
марки А на базе, услугами которой пользовался цех, отсутствуют. Консультанты ба-
зы советуют купить сверла марки В, мотивируя это тем, что они обладают большей 
стойкостью по сравнению со стойкостью сверл марки А. Однако сверла марки В сто-
ят дороже сверл марки А. Так как речь идет о покупке крупной партии сверл 
(10 тыс. шт.), то главный инженер завода отдает распоряжение провести сравни-
тельные испытания сверл обеих марок и сделать заключение о качестве. Экспери-
ментальные данные по стойкости сверл, полученные при испытаниях, имеют 
следующие значения: 

марка А: 21,  19, 18, 15, 16, 15, 17, 22,  19, 20,  21, 18 мин; 
марка В: 20 , 21, 22, 20, 25, 24, 24, 20, 22, 19 мин. 
Выполненные проверки обеих выборок на промах и соответствие закону нор-

мального распределения показали, что выборки являются репрезентативными. 
Математическая формулировка задачи. На основе сравнительных испыта-

ний сверл марок А и В проверить выборочные средние AY  и BY  на существенное 

различие по критерию Стьюдента и сделать вывод об их качестве. 
 
План выполнения лабораторной работы 
 
1. Методами математической статистики провести предварительную обра-

ботку экспериментальных данных, полученных при испытании сверл марки А и 
марки В  (Блок 1). 

2. Проверить обе партии на однотипность (проверить выборочные диспер-
сии 2

AS  и 2
BS  на однородность по критерию Фишера) (Блок 2). 

3. Проверить выборочные средние AY  и BY  на существенное различие по 
критерию Стьюдента (Блок 3). 

4. Сделать заключение о качестве сверл обеих марок. Оформить отчет. Все 
промежуточные расчеты записать с точностью не менее четырех значащих цифр. 
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Пример выполнения лабораторной работы 
 
Блок 1. Методами математической статистики провести предварительную 

обработку экспериментальных данных выборки А объемом 12An =  и выборки В 

объемом 10An = : 

– выборочные средние: 

12

1 21 19 18 15 16 15 17 22 19 20 21 18 18,42
12 12

iA
i

А

Y
Y = + + + + + + + + + + +

= = =
∑

, 

10

1 20 21 22 20 25 24 24 20 22 19 21,70
10 10

iB
i

В

Y
Y = + + + + + + + + +

= = =
∑

; 

– выборочные дисперсии: 

( )
12 22

1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

(12 1)

(21 18,42) (19 18,42) (18 18,42) (15 18,42) (16 18,42)

(15 18,42) (17 18,42) (22 18,42) (19 18,42) (20 18,42)
(21 18,42) (18 18,42) (12 1) 5,538,)

(

AA Ai
i

S Y Y
=

= − − =

= − + − + − + − + − +

+ − + − + − + − + − +

+ − + − − =

∑

 

( )
10 22

1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

(10 1)

(20 21,70) (21 21,70) (22 21,70) (20 21,70) (25 21,70)

(24 21,70) (24 21,70) (20 21,70) (22 21,70) (19 21,70) (10 1)
4,233;

(
)

B Bi В
i

S Y Y
=

= − − =

= − + − + − + − + − +

+ − + − + − + − + − − =

=

∑

 

– число степеней свободы:  

S 1 12 1 11
A Af n= − = − = , 

S 1 10 1 9
B Bf n= − = − = . 

Блок 2. Проверить выборочные дисперсии обеих выборок на однородность 
по критерию Фишера: 

– экспериментальное значение критерия Фишера 
2

э 2
5,538 1,308
4,233

A

B

SF
S

= = = , так как 2 2
A BS S> ; 
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– критическое значение критерия Фишера, в котором на первом месте стоит 
число степеней свободы большей дисперсии числ 1 12 1 11A Af f n= = − = − =  (так как 

2 2
A BS S> ), на втором – число степеней свободы меньшей дисперсии 

знам 1 10 1 9B Bf f n= = − = − =  (так как 2 2
A BS S< ), при доверительной вероятности 

0,95p =  (прилож. 4): 

числ знам; ; 1; 1; 11; 9; 0,95 3,102
A Bf f p n n pF F F− −= = = . 

Выборочные дисперсии 2 5,538AS =  и 2 4,233BS =  однородны, так как 

э 11; 9; 0,951,308 3,102F F= < = . 

Поскольку выборочные дисперсии 2
AS  и 2

BS  однородны, то партии сверл от-
носятся к однотипной продукции.  

Блок 3.  По критерию Стьюдента проверить выборочные средние 
18,42AY =  и 21,70BY =  на существенное различие: 
– экспериментальное значение критерия Стьюдента 

э 2 2

( 2)
( 1) ( 1)

18,42 21,70 12 10 20 3,446;
2211 5,538 9 4,233

BA A B A B

A BA A B B

Y Y n n n nt
n nn S n S

− + −
= ⋅ =

+− + −

− ⋅ ⋅
= ⋅ =

⋅ + ⋅

 

– критическое значение критерия Стьюдента при числе степеней свободы 
2 12 10 2 20A Bf n n= + − = + − =  и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2): 

2; 20; 0,95 2,086
A Bn n pt t+ − = = . 

Различие между выборочными средними 18,42AY =  и 21,70BY =  сущест-
венно, так как э 20; 0,953,446 2,086t t= > = . 

Так как выборочное среднее 21,70BY =  больше выборочного среднего 

18,42AY = , и доказано, что различие между ними существенно, то BY  не просто 

больше AY , но существенно больше: ABY Y>> . В данной задаче выборочные сред-
ние характеризуют стойкость сверл, поэтому существенное различие между стойко-
стью означает, что качество сверл марки В лучше качества сверл марки А. 

 
Пример выполнения лабораторной работы в программе MS Excel 

 
Блок 1.  Создать программе MS Excel таблицу исходных данных. Данные по 

сверлам A и B ввести в столбцы B и C соответственно (рис. 3.1). В эти же столбцы, 



 

61 

начиная с 14-й строки, ввести формулы Excel, которые проиллюстрированы в столб-
це D. В столбце А из теоретической части записаны обозначения рассчитываемых 
величин и уравнения для их расчета (рис. 3.2). Формулы можно не воспроизводить. 

 
Рис. 3.1 

 

 
Рис. 3.2 

 
Методами математической статистики провести предварительную обработ-

ку экспериментальных данных выборок А и B: 
– выборочное среднее 

1 1...

n

i
in

Y
Y YY

n n
=+ +

= =
∑

; 
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– выборочная дисперсия  

2
2 2

12 1

( )
( ) ... ( )

1 1

n

i
in

Y Y
Y Y Y YS

n n
=

−
− + + −

= =
− −

∑
; 

– выборочное стандартное отклонение 

2S S= ; 
– число степеней свободы выборочной дисперсии 

1Sf n= − . 

Блок 2. Проверить выборочные дисперсии обеих выборок на однородность 
по критерию Фишера: 

– экспериментальное значение критерия Фишера 
2 2

э 2 2

max( , )
min( , )

A B

A B

S SF
S S

= ; 

–  МАКС и МИН для выбора максимальной и минимальной дисперсии из 
2
AS  и 2

BS  (рис. 3.3); 

 
Рис. 3.3 

 
– критическое значение критерия Фишера (используя функцию F.ОБР про-

граммы MS Excel). Для автоматического выбора соответствующих степеней сво-
боды использована логическая функция ЕСЛИ программы MS Excel (рис. 3.4). 

 
Рис. 3.4 

 
Для сравнения экспериментального и критического значений критерия Фишера 

использована логическая функция ЕСЛИ программы MS Excel (рис. 3.5, 3.6). 
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Рис. 3.5 

 

 
Рис. 3.6 

 
Блок 3. Так как выборочные дисперсии 2 5,538AS =  и 2 4,233BS =  однородны, 

э 11; 9; 0,951,308 3,102F F= < = , то продукция является однотипной. 

Так как выборочные дисперсии 2
AS  и 2

BS  однородны, то по критерию Стью-

дента можно проверить выборочные средние 18,42AY =  и 21,70BY =  на сущест-
венное различие: 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Стьюдента (рис. 3.7): 

1 2
1 2 1 2

2 2
1 21 1 2 2

э
( 2)

( 1) ( 1)

Y Y n n n nt
n nn S n S

− + −
= ⋅

+− + −
 ; 

 

 
Рис. 3.7 

 
– рассчитать критическое значение критерия Стьюдента tf, p при числе сте-

пеней свободы f = nA + nB – 2 и доверительной вероятности p = 0,95, используя 
функцию СТЬЮДЕНТ.ОБР.2Х программы MS Excel (рис. 3.8, 3.9); 

 

 
Рис. 3.8  
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Рис. 3.9 

 
– в программе MS Excel проверить выборочные средние на существенное 

различие и сравнить сверла по качеству, используя вложенные функции ЕСЛИ 
(рис. 3.10). 

 
Рис. 3.10 

 
Различие между выборочными средними 18,42AY =  и 21,70BY =  сущест-

венно, так как э 20; 0,953,446 2,086t t= > = . 

Заключение. Так как выборочные средние 18,42AY =  и 21,70BY =  в данной 

задаче характеризуют среднюю стойкость сверл марок А и В, и ABY Y> , то сущест-
венное различие между ними означает, что качество сверл марки В выше качества 
сверл марки А. 

 
Пример выполнения лабораторной работы в программе Mathcad 
 
Исходные данные в количестве 12 и 10 для сверл A и B (рис. 3.11). 

 
Рис. 3.11 
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Блок 1. Методами математической статистики провести предварительную 
обработку экспериментальных данных выборки А. Рассчитать выборочные пара-
метры (рис. 3.12): 

 
Рис. 3.12 

 
– объем выборки А, используя функцию rows программы Mathcad; 
– выборочное среднее AY , используя функцию mean программы Mathcad; 

– выборочную дисперсию 2
AS , используя функцию Var программы Mathcad; 

– выборочное стандартное отклонение SA; 
– число степеней свободы 

ASf  выборочной дисперсии 2
AS . 

Методами математической статистики провести предварительную обра-
ботку экспериментальных данных выборки В. Рассчитать выборочные парамет-
ры (рис. 3.13): 

 
Рис. 3.13 

 
– объем выборки В; 
– выборочное среднее BY ; 

– выборочную дисперсию 2
BS ; 

– выборочное стандартное отклонение SB; 

– число степеней свободы 
BSf  выборочной дисперсии 2

BS . 

Блок 2.  Проверить выборочные дисперсии обеих выборок на однородность 
по критерию Фишера: 

– экспериментальное значение критерия Фишера Fэ и числа степеней свобо-
ды числителя и знаменателя (рис. 3.14); 

 
Рис. 3.14 
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– критическое значение критерия Фишера 
числ знам; ;f f pF , в котором на первом 

месте стоит число степени свободы большей дисперсии, на втором – число степе-
ни свободы меньшей дисперсии, при доверительной вероятности p = 0,95, рас-
считать, используя функцию qF программы Mathcad. Сравнить его с 
экспериментальным значением (рис. 3.15). 

 
Рис. 3.15 

 
То, что выборочные дисперсии 2 5,538AS =  и 2 4,233BS =  однородны (так как 

э 11; 9; 0,951,308 3,102F F= < = ), доказывает, что продукция однотипная. 

Блок 3. Так как выборочные дисперсии 2
AS  и 2

BS  однородны, то по критерию 

Стьюдента можно проверить выборочные средние 18,42AY =  и 21,70BY =  на су-
щественное различие: 

 – рассчитать экспериментальное значение критерия Стьюдента (рис. 3.16); 

 
Рис. 3.16 

 
–  рассчитать критическое значение критерия Стьюдента ,f pt  при числе сво-

боды 2A Bf n n= + −  и доверительной вероятности p = 0,95, используя функцию qt 
программы Mathcad , и сравнить его с экспериментальным значением (рис. 3.17). 

 
Рис. 3.17 

 

Заключение. Так как выборочные средние  18,42AY =  и 21,70BY =  характери-

зуют среднюю стойкость сверл марок А и В, и ABY Y> , то существенное различие 
между ними означает, что качество сверл марки В лучше, чем качество сверл марки А. 
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Вопросы и задания для самоконтроля 

 
1. Сформулируйте цель лабораторной работы. 
2. По какому параметру определяется качество сверл? 
3. Сформулируйте алгоритм проверки двух выборочных дисперсий на од-

нородность по критерию Фишера. 
4. Какой народнохозяйственный параметр серийной продукции определяет-

ся с помощью критерия Фишера? 
5. Сформулируйте алгоритм проверки двух выборочных средних на сущест-

венное различие по критерию Стьюдента. 
6. Какой народнохозяйственный параметр серийной продукции определяет-

ся с помощью критерия Стьюдента? 
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Варианты лабораторной работы (индивидуальные задания) 
Таблица 

Результаты испытаний сверл (стойкость сверл, мин) 
Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Вариант 4 Вариант 5 Вариант 6 Вариант 7 Вариант 8 Вариант 9 Вариант 10 
А В А В А В А В А В А В А В А В А В А В 

17,8 29,1 28,5 24,1 28,2 22,4 28,5 29,2 31,6 9,0 28,5 31,4 17,7 25,7 26,5 31,7 23,3 29,3 28,4 19,2 
24,1 18,1 28,3 24,8 30,0 20,2 18,7 23,0 28,8 26,5 17,0 23,2 37,6 36,2 20,5 26,8 28,0 30,1 14,1 18,0 
19,3 25,2 30,8 25,4 26,4 21,5 49,9 10,2 36,8 28,5 21,6 16,7 43,7 14,4 22,0 34,6 28,6 17,3 22,6 40,6 
13,9 23,4 25,9 20,6 20,9 20,1 34,9 27,8 23,5 23,5 29,4 32,9 30,3 15,2 20,8 29,6 16,3 18,4 22,7 19,9 
18,4 23,6 42,5 22,0 12,5 26,2 23,7 25,0 29,9 13,3 27,0 25,9 40,3 21,2 25,1 26,7 20,0 23,2 24,6 15,3 
21,3 17,8 22,8 32,6 30,4 19,8 38,2 16,6 34,0 25,6 29,4 19,2 20,7 19,1 30,0 21,3 32,3 34,7 26,7 31,6 
25,2 26,1 31,7 27,1 18,7 24,4 33,6 14,7 25,9 10,8 20,9 16,9 30,1 23,3 28,2 38,6 21,0 27,3 12,1 28,7 
24,7 22,5 33,0 21,3 25,1 27,0 16,3 26,8 30,8 32,8 24,8 21,4 26,7 33,0 35,3 33,4 29,0 27,1 26,4 23,0 
16,2 31,3 18,9 27,9 16,0 19,2 24,3 33,7 19,3 24,4 21,1 28,6 25,4 17,5 29,0 23,3 25,1 36,6 16,9 30,9 
20,9 26,2 27,0 15,1 27,7 16,9 25,4 28,0 26,0 27,0 23,6 37,9 42,9 13,8 29,3 29,8 22,4 26,6 20,2 24,7 
10,9  24,7 24,0 25,4 21,4 42,1 25,4 27,7 19,2 23,6 30,3 22,0 19,4 24,7 34,0 22,2 34,9 15,0 23,5 
18,7  38,2 22,4 23,0 21,5 23,8 23,0 33,1 16,9 13,7 29,1 34,0  18,4 33,4 24,2 29,2 14,4 10,0 
12,3  33,3  20,3 25,8 27,9 20,3 29,9 21,4  36,3 33,4   27,7 21,1  12,5 29,9 
26,0  28,6  25,7 27,8 15,1 25,7  28,6  31,7 24,8   33,1 23,6  27,6 31,8 
15,8  27,1   26,4 23,7   37,9  35,3    29,9   17,7 33,3 
23,5  26,6   20,0 24,0   23,7  39,0       25,9 38,6 
20,4     12,6    24,0  28,0       19,9 35,8 

         22,4          30,9 
 

Вариант 11 Вариант 12 Вариант 13 Вариант 14 Вариант 15 Вариант 16 Вариант 17 Вариант 18 Вариант 19 Вариант 20 
А В А В А В А В А В А В А В А В А В А В 

20,3 19,1 31,9 25,2 22,1 27,9 23,3 22,9 28,1 19,3 33,7 22,4 20,2 25,8 23,4 36,3 15,0 32,8 32,7 28,0 
37,6 13,8 24,4 14,6 20,0 27,7 33,2 23,9 23,5 21,5 33,0 26,3 39,4 26,1 27,3 22,3 24,2 32,2 26,5 34,0 
15,6 30,7 31,5 24,9 28,0 15,7 22,0 30,8 25,6 29,1 32,9 21,6 21,0 14,6 15,8 31,9 20,8 28,8 23,4 10,9 
31,0 31,7 23,9 22,0 26,4 27,6 10,3 26,6 24,3 23,6 19,8 23,1 31,3 20,7 22,7 20,4 34,5 30,3 21,4 20,7 
35,8 37,1 40,9 29,8 11,2 24,7 21,3 30,8 31,0 20,6 15,8 19,4 29,4 31,8 25,8 27,7 23,5 28,8 39,9 38,9 
27,7 22,2 25,7 37,2 23,0 27,2 22,1 23,6 27,5 22,4 20,2 4,4 14,2 19,4 26,6 28,3 32,5 38,9 28,2 16,6 
12,5 34,8 28,2 10,8 28,4 21,9 22,6 24,6 28,6 25,8 22,4 18,6 34,5 28,1 26,1 36,9 24,8 35,6 22,1 26,8 
27,6 23,2 27,2 23,2 30,4 22,4 23,8 31,1 31,3 16,6 22,4 5,2 18,6 26,7 17,4 37,0 20,9 21,6 24,1 35,1 
17,7 26,8 34,9 16,4 26,1  29,5 32,5 25,3 23,8 30,3 14,7 12,1 18,2 23,3 26,1 27,1 30,1 27,0 26,9 
25,9 29,4 29,2 20,4 29,0  13,9 34,5 30,4 22,9 27,8 27,7 11,4 15,6 17,8   38,8 31,4 16,0 
19,9 19,1 24,9 29,6 13,4  13,6  28,7   24,0 36,5  16,7   29,3 35,5 26,8 
9,8 23,3 37,5 26,7 20,8  26,2  20,1   19,5 31,3  23,6   30,5 33,7 22,3 
10,8 33,0 27,7 21,3 26,2  12,9     18,2 24,8     34,4 20,2 20,8 
23,2 17,5 33,1 28,6 12,9  23,4     15,6 20,9     27,7 22,4 33,5 
16,4 13,8 29,9  23,4  22,6     24,8 27,1      22,4 24,8 
20,4 19,4 23,4  22,6       20,9 24,8      30,3 20,9 

 17,2 23,3         27,1 23,4       27,1 
  29,8          26,0       27,8 

 

Вариант 21 Вариант 22 Вариант 23 Вариант 24 Вариант 25 Вариант 26 Вариант 27 Вариант 28 Вариант 29 Вариант 30 
А В А В А В А В А В А В А В А В А В А В 

33,0 15,2 42,4 33,1 18,8 31,8 33,8 30,7 22,7 29,1 29,4 20,2 24,2 20,9 27,3 9,7 31,5 24,2 21,5 19,8 
26,1 13,6 26,1 27,9 27,1 40,9 36,2 27,1 18,2 29,9 33,3 21,0 34,2 18,5 24,2 19,4 27,9 18,1 14,2 37,8 
39,4 33,1 12,4 26,4 21,1 36,6 22,5 21,4 20,1 22,0 27,5 15,5 25,7 35,4 15,7 21,5 30,1 25,9 9,2 33,6 
26,5 22,2 32,3 16,9 28,8 36,2 6,5 40,5 23,0 34,5 27,3 20,9 22,4 16,4 15,4 24,5 25,9 18,3 18,4 14,3 
36,2 16,7 35,9 25,4 31,1 32,5 28,1 25,0 18,3 28,5 35,7 22,6 16,8 23,9 11,5 23,6 28,9 29,0 20,3 14,8 
39,1 30,1 42,8 22,1 30,7 37,0 9,7 23,7 25,0 34,4 25,2 22,2 21,7 29,8 28,6 20,7 35,4 23,8 4,6 41,0 
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Окончание таблицы 
Вариант 21 Вариант 22 Вариант 23 Вариант 24 Вариант 25 Вариант 26 Вариант 27 Вариант 28 Вариант 29 Вариант 30 
А В А В А В А В А В А В А В А В А В А В 

22,9 36,7 26,8 11,1 24,0 31,9 21,0 20,6 26,5 20,1 21,5 23,2 35,6 28,4 30,2 24,5 26,9 29,0 18,5 21,6 
27,4 17,4 22,3 16,2 22,3 28,6 26,2 22,0 14,6 28,7 26,3 19,2 21,2 23,0 17,5 15,9 32,0 30,5 11,0 28,9 
32,3 34,6 20,8  20,8 31,2 35,0 27,2 17,8 19,8 20,2 26,4 34,0 32,6 26,5 19,2 32,9 28,8 33,6 16,1 
29,9  33,5  13,7 33,2 17,9 10,2 18,9 20,6 26,6 19,0 22,0 35,6  25,3 29,5  20,4 22,2 
32,4  43,5  25,5 34,4 14,2  25,8 35,1 29,3 21,8 26,9    25,2   28,3 
38,8  35,1   26,3 21,8  21,1 29,8 23,7 26,4 32,0    28,0   30,0 
29,3  29,8    19,2  22,9 32,6 28,4 26,8 26,6    29,6   26,9 
30,5  32,6    26,4  27,4 35,6 23,0 22,3 32,7    26,6   31,5 
34,4  35,6    19,0  32,3 32,0 32,6  27,0    32,7    
17,7  32,0      29,9 29,6 35,6      27,0    

        21,7 26,6 21,2      23,6    
 

Порядок оформления отчета 
 

1. Отчет содержит титульный лист, основную часть и вывод. 
2. В основной части указать: 
−  цель выполненной лабораторной работы; 
− краткое условие задачи; 
− математические формулы и результаты расчетов выборочных параметров 

обеих выборок; 
− математические формулы и результаты проверки дисперсий выборок на 

однородность; 
− математическую формулу и результаты расчетов для оценки выборочных 

средних на существенное различие. 
3. Сделать вывод о качестве однотипной серийной продукции двух партий 

изделий. 
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Лабораторная работа № 4 
 

СТОХАСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
ОДНОФАКТОРНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
Цель работы: стохастическое моделирование и оптимизация однофакторных 

технических систем. 
 

Теоретическое обоснование 
 

Изучение технических систем путем математического моделирования можно 
реализовать на основе фундаментальных законов природы (детерминированное моде-
лирование) или на базе экспериментальных данных (стохастическое моделирование). 

Модель однофакторной технической системы можно представить в виде не-
которого объекта, функционирование которого описывается параметром оптими-
зации Y, изменяющегося под воздействием детерминированного управляющего 
фактора x. В детерминированных моделях заданному значению управляющего фак-
тора x однозначно соответствует определенное значение параметра оптимизации. 

Однако в реальных технических системах на параметр оптимизации Y могут 
оказывать незначительное влияние случайные, непредсказуемо изменяющиеся 
факторы. В этом случае детерминированному управляющему фактору x соответ-
ствуют различные значения параметра оптимизации Y, причем каждое из них мо-
жет быть реализовано с различной вероятностью. Математическая модель, 
описывающая зависимость выходного параметра Y от входного фактора x и учи-
тывающая влияние случайных факторов, называется стохастической. Подразуме-
вается, что случайные значения параметра оптимизации подчиняются закону 
нормального распределения. 

Важное преимущество методологии изучения стохастических систем, по срав-
нению с детерминированными, заключается в наличии алгоритма выполнения всех 
операций, которые по своему функциональному назначению объединены в 4 блока. 

Следует отметить, что решение прикладных задач, связанных с актуальны-
ми народно-хозяйственными проблемами, начинается с выполнения блока 1, по-
этому параметр оптимизации и управляющие факторы целесообразно 
сформулировать в народно-хозяйственных терминах. Окончание решения задачи 
связано с выполнением блока 4, параметры которого также целесообразно сфор-
мулировать в народно-хозяйственных терминах. Инструментом решения постав-
ленной задачи может быть некий абстрактный математический аппарат, который 
применяется при выполнении блоков 2 и 3 (в данном пособии используется аппа-
рат математической статистики). 
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Блок 1. Планирование и проведение эксперимента 
1.1. Выбор параметра оптимизации Y. Параметр оптимизации должен об-

ладать следующими свойствами: 
– быть количественно измеряемым; 
– экспериментально определяемым и непрерывным в любой точке интерва-

ла изменения управляющего фактора; 
– сформулированным в народно-хозяйственных терминах; 
– функциональным, то есть существенно характеризовать состояние техни-

ческой системы. 
1.2. Выбор управляющего фактора х. Управляющий фактор должен обла-

дать следующими свойствами: 
– существенно влиять на параметр оптимизации; 
– быть количественно измеряемым; 
– детерминированным, то есть его значения на всех уровнях варьирования 

должны фиксироваться с приборной погрешностью, которая на порядок меньше 
стохастической. 

1.3. Построение матрицы планирования эксперимента. Планирование экс-
перимента начинается с выбора количества опытов N и количества дублей n в ка-
ждом опыте. Это – неформализуемый этап моделирования, так как для оценки 
адекватности и точности прогнозирования состояния технической системы жела-
тельно выполнить большое число опытов N и дублей n. Однако реализация такого 
эксперимента может сопровождаться повышенными материальными и времен-
ными затратами, что не всегда возможно. Из опыта стохастического моделирова-
ния однофакторных технических систем можно рекомендовать количество 
опытов N ≥  k + 2, где k – число коэффициентов уравнения регрессии. 

Так как параметр оптимизации имеет стохастическую природу, то для по-
вышения точности его определения необходимо дублирование каждого опыта. 
Для решения прикладных задач желательно выбрать число дублей n ≥ 4. Кроме 
того, в данном пособии рассматриваются только такие планы эксперимента, в ко-
торых число дублей в каждом опыте одинаковое. 

В общем случае для стохастического моделирования технических систем 
используется большое разнообразие планов эксперимента, которые обладают 
специальными свойствами. При моделировании и оптимизации технических сис-
тем, описываемых однофакторными уравнениями регрессии 2-го порядка, доста-
точно часто используют равномерно симметричный план (РСП), который состоит 
из равноотстоящих друг от друга N уровней управляющего фактора x (N опытов): 

                  max min
min ( 1)

1
−

= + −
−j

x xx x j
N

,            j = 1…N.  (4.1) 
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Равномерно симметричный план обладает полезным свойством – ортого-
нальностью, значительно упрощающим математические расчеты и интерпрета-
цию полученных результатов.  

В общем случае матрица планирования эксперимента содержит: столбцы с но-
мером опыта j, значениями уровней управляющего фактора в натуральных координа-
тах xj, результаты проведенного эксперимента Yji – параметр оптимизации в j-м опыте 
(j = 1…N), i-м дубле (i = 1…n), размерность которого определяется спецификой тех-
нической системы. В качестве примера приведен алгоритм построения матрицы 
планирования для РСП, в котором N = 5, n = 4, x∈[60; 120] (табл. 4.1). Расчет xj 
выполнен по уравнению (4.1).  

Таблица 4.1 

Матрица планирования эксперимента 

j xj Y1j Y2j Y3j Y4j 
1 60 73,5 75,3 73,5 74,1 
2 75 60,4 60,2 63,7 61,5 
3 90 55,4 59,0 58,8 54,8 
4 105 54,8 55,5 54,3 51,9 
5 120 59,7 62,5 57,9 57,8 

 
1.4. Проведение эксперимента. В условиях эксперимента на параметр опти-

мизации помимо управляющего фактора оказывают влияние неконтролируемые и 
непредсказуемые факторы, связанные со временем. Для устранения систематиче-
ской ошибки от неконтролируемых факторов все опыты и их дубли следует вы-
полнять в случайном порядке. 

 
Блок 2. Предварительная обработка экспериментальных данных 
2.1. Расчет выборочного среднего в каждом опыте: 

11 ... =+ +
= =

∑
n

ji
ij jn

j

Y
Y Y

Y
n n

,   j = 1, …, N. 

2.2. Расчет выборочной дисперсии в каждом опыте: 

2
2 2

112

( )
( ) ... ( )

1 1

n

jji
j ij jn j

j

Y Y
Y Y Y Y

S
n n

=

−
− + + −

= =
− −

∑
,   j = 1, …, N. 

Абсолютная ошибка любого рассчитанного параметра тем меньше, чем 
меньше значение выборочной дисперсии и больше число ее степеней свободы. 

2.3. Проверка выборочных дисперсий на однородность по критерию Кохрена 
применяется при условии равенства числа дублей n в каждом опыте. Проверка N 
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выборочных дисперсий с n дублями в каждой выборке на однородность осущест-
вляется следующим образом: 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Кохрена: 
2

2

1

max j
э N

j
j

S
G

S
=

=

∑
; 

– определить критическое значение критерия Кохрена Gn – 1; N; p с числом 
степеней свободы: в числителе – fчисл = n – 1, в знаменателе – fзн = N , при довери-
тельной вероятности p = 0,95 (прилож. 5). 

Если 

Gэ < Gn – 1; N; p, 
то это означает, что выборочные дисперсии однородны. 

Если 

Gэ ≥ Gn – 1; N; p, 
то это означает, что выборочные дисперсии неоднородны. В этом случае для 
дальнейшей корректной обработки экспериментальных данных необходимо по-
вторить опыт, в котором обнаружено максимальное значение дисперсии. Если и в 
этом случае не удается выполнить требование однородности дисперсий, то даль-
нейшее моделирование по описанной методике некорректно. 

2.4. Расчет дисперсии воспроизводимости и числа ее степеней свободы. Если 
все выборочные дисперсии однородны, то это означает, что они принадлежат гене-
ральным совокупностям с одинаковыми генеральными дисперсиями: 

2 2 2 2 2
1 2... ...σ = σ = σ = σ = σj N . Только в этом случае можно определить среднее значение 

выборочных дисперсий, которое называется дисперсией воспроизводимости 2
воспрS  с 

числом степеней свободы fвоспр, характеризующей точность эксперимента в целом: 

2

12
воспр

n

j
j

S
S

N
==

∑
, 

( )воспр 1f N n= − . 

 
Блок 3. Моделирование технической системы 
3.1. Построение матрицы моделирования. В данной лабораторной работе 

использован анализ технических систем, в которых зависимость параметра Y от 
фактора х описывается уравнением регрессии 2-го порядка: 
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2
0 1 2Y b b x b x= + + ,                                                                     (4.2) 

где b0, b1, b2 – коэффициенты уравнения регрессии. 
 

Для устранения недостатков, связанных с различным масштабом и размер-
ностью фактора в натуральных координатах x, применяется операция нормирова-
ния фактора. Переход от натуральных значений фактора x к нормированным X 
осуществляется по формулам: 

0x xX
x

−
=

∆
, 

max min
0 2

x xx +
= , 

max min

2
x xx −

∆ = . 

Приведенные формулы переводят значения натурального фактора 
x∈[xmin, xmax] в нормированные значения фактора X ∈[–1, +1]. 

Обратный переход от нормированных значений фактора X к натуральным x 
осуществляется по уравнению 

0x x X x= + ∆ . 

Преимущество фактора X в нормированных координатах заключается в том, 
что он является безразмерным и по модулю меньше единицы при любых нату-
ральных значениях фактора x. 

В дальнейшем все процедуры стохастического моделирования будут прово-
диться с фактором X, представленным в уравнении регрессии 2-го порядка в нор-
мированных координатах: 

2
0 0 1 2Y b X b X b X= + + . 

В регрессионное уравнение в нормированных координатах из соображений 
подобия введен фиктивный фактор X0 для коэффициента регрессии b0, все значе-
ния которого X0 = 1. 

Для построения модели технической системы в виде представленного урав-
нения регрессии 2-го порядка необходимо определить три коэффициента регрес-
сии: b0, b1, b2 (k = 3). Для этого с помощью метода наименьших квадратов (МНК) 
составляется система уравнений. В данном случае – 3 уравнения с тремя неиз-
вестными. Расчет коэффициентов уравнения регрессии X и 2X  значительно упро-
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щается, если они будут ортогональны с фактором X0. Условие ортогональности 
факторов следующее: сумма произведений факторов всех опытов должна равнять-
ся 0. Так как  

0
1

0
N

j j
j

X X
=

=∑ , 

то факторы X0  и X ортогональны. Факторы X0 и X2 неортогональны, так как 

2 2 2
0 0

1 1
0, 0

N N N

j j j j j
j j j

X X X X X
= = =

≠ = >∑ ∑ ∑ . 

Для ортогонализации фактора 2X необходимо представить его в виде 2X − λ , 
где λ – ортогонализирующий коэффициент: 

2

1

N

j
j

X

N
=λ =

∑
. 

Для РСП эту формулу можно преобразовать: 

1
3( 1)

N
N

+
λ =

−
. 

Система факторов X0, X и 2X − λ  ортогональна для плана РСП, поэтому 
уравнение регрессии 2-го порядка будет иметь следующий вид: 

2
0 0 1 2( )Y b X b X b X= + + − λ .    (4.3) 

Стохастическая модель в такой форме имеет ряд недостатков. Например, ес-
ли в некотором опыте значение температуры сушильного агента x = 95 ºС, тогда 
x2 = 9025 ºС2. Матрица моделирования для построения однофакторного ортогонали-
зированного уравнения регрессии 2-го порядка 2

0 0 1 1 2 1 1( )Y b X b X b X= + + − λ  содержит 

столбцы: 2 2
0 0, , , , , , , ( )j j j j j j j j j jj X X X Y X Y X Y X Y− λ − λ , 2, ( )p p

j j jY Y Y− . 
3.2. Расчет коэффициентов уравнения регрессии. Так как 3 фактора (Х0, Х, 

Х 2 – λ) уравнения регрессии ортогональны, то его регрессионные коэффициенты 
b0, b1, b2 рассчитываются по уравнениям: 

0
1

0
2
0

1

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

=
∑

∑
, 
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1
1

2

1

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

=
∑

∑
, 

( )

( )

2

1
2 22

1

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

− λ
=

− λ

∑

∑
. 

3.3. Проверка коэффициентов уравнения регрессии на значимость по кри-
терию Стьюдента. Процедура построения доверительных интервалов для каж-
дого коэффициента уравнения регрессии 2-го порядка аналогична построению 
доверительного интервала для выборочного среднего: 

воспр0 ; 0( )f pb t S b∆ = , 

воспр1 ; 1( )f pb t S b∆ = , 

воспр2 ; 2( )f pb t S b∆ = , 

где 
воспр ;f pt  – критическое значение критерия Стьюдента с числом степеней свободы 

( )воспр 1f N n= −  при доверительной вероятности p = 0,95 (прилож. 2);  

       S(b0), S(b1), S(b2) – стандартные отклонения значимости регрессионных коэффи-
циентов b0, b1, b2. 

 
Стандартные отклонения значимости коэффициентов ортогонализирован-

ного уравнения регрессии b0, b1, b2 в случае ортогональности факторов (и только в 
этом случае) рассчитываются по уравнениям: 

2
воспр2

0
2
0

1

( ) N

j
j

S
S b

n X
=

=

∑
, 

2
воспр2

1
2

1

( ) N

j
j

S
S b

n X
=

=

∑
, 

( )

2
воспр2

2 N 22

1

( )
j

j

S
S b

n X
=

=
− λ∑

. 
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Если 

∆b0 < |b0|, 

∆b1 < |b1|, 

∆b2 < |b2|, 
то это означает, что все коэффициенты уравнения регрессии значимы. 

Если эти условия не выполняются для какого-либо регрессионного коэффи-
циента, то соответствующий коэффициент является незначимым и должен быть 
исключен из уравнения регрессии. 

3.4. Проверка уравнения регрессии на адекватность по критерию Фишера 
осуществляется следующим образом: 

– рассчитать прогнозируемые значения параметра в каждом эксперименте 
p

jY по уравнению регрессии, в котором оставлены только значимые регрессион-

ные коэффициенты; 
– рассчитать остаточную сумму квадратов: 

( )2

1

N
p

j j
j

Y Y
=

ϕ = −∑ ; 

– рассчитать дисперсию адекватности и числа ее степеней свободы: 

2
ад

nS
N B

ϕ
=

−
, 

адf N B= − , 

где В – число значимых уравнений регрессии. 
 

Проверка полученного уравнения регрессии на адекватность выполняется 
путем проверки двух дисперсий – адекватности и воспроизводимости – на одно-
родность по критерию Фишера: 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Фишера: 

( )
( )

2 2
ад воспр

2 2
ад воспр

max ,

min ,э

S S
F

S S
= ; 

– рассчитать критическое значение критерия Фишера 
1 2; ;f f pF , в котором на 

первом месте стоит число степеней свободы большей дисперсии f1, на втором – 
число степеней свободы меньшей дисперсии f2, при доверительной вероятности 
p = 0,95 (прилож. 4). 
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Если 

1 2э ; ;f f pF F< , 

то это означает, что выборочные дисперсии 2 2
воспр адиS S  однородны, следователь-

но, полученное уравнение регрессии 2-го порядка адекватно.  
Если 

1 2э ; ;f f pF F≥ , 

то это означает, что выборочные дисперсии 2 2
воспр адиS S  неоднородны, следователь-

но, полученное уравнение регрессии со значимыми коэффициентами неадекватно. 
В случае неадекватности однофакторного уравнения регрессии 2-го порядка 

следует перейти к построению уравнения регрессии 3-го порядка. 
 
Блок 4. Оптимизация технической системы 
В случае адекватного уравнения регрессии путем решения оптимизационной 

задачи можно найти оптимальный комплекс управляющих факторов, обеспечиваю-
щих наилучшее функционирование технической системы. Стохастическая модель 
технической системы в виде уравнения регрессии 2-го порядка позволяет решить 
задачу оптимизации при выполнении следующих условий: 

– выборочные дисперсии всех опытов однородны по критерию Кохрена; 
– все коэффициенты, включенные в уравнение регрессии, значимы по кри-

терию Стьюдента; 
– полученное уравнение регрессии адекватно по критерию Фишера; 
– прогнозируемые значения параметра оптимизации надежны только в ис-

следованном интервале варьирования фактора, в котором получено адекватное 
уравнение регрессии. 

Если уравнение регрессии 2-го порядка адекватно, то для него всегда суще-
ствует глобальный экстремум – максимум или минимум исследуемого параметра, 
однако возможны два случая: Случай А, когда [ ]опт 1; 1X ∈ − + ; Случай Б, когда 

[ ]опт 1; 1X ∉ − + . 

Случай А 
А.1. Расчет оптимального значения фактора в нормированных и натураль-

ных координатах при условии [ ]опт 1; 1X ∈ − + : 
– необходимое условие глобального экстремума для уравнения регрессии 

2-го порядка ( )2
0 1 2( )Y X b b X b X= + + − λ  – равенство нулю 1-й производной: 
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( )2
0 1 2 1 2( ) 2 0Y X b b X b X b b X′ ′ = + + − λ = + =  . 

Из этого уравнения следует, что  
– оптимальное значение управляющего фактора 

1
опт

22
X b

b
= − ; 

– достаточное условие максимума 

Y′′ < 0; 
– достаточное условие минимума 

Y′′ > 0. 

Для уравнения регрессии 2-го порядка ( )2
0 1 2( )Y X b b X b X= + + − λ  можно 

записать: 

( ) ( )1 2 2( ) ( ) 2 2Y X Y X b b X b′ ′′′ ′= = + = . 

Поэтому достаточное условие экстремума имеет следующий вид: 
– достаточное условие максимума 

( ) 2 22 0 0Y X b b′′ = < → < ; 

– достаточное условие минимума 

( ) 2 22 0 0Y X b b′′ = > → > . 

Оптимальное значение управляющего фактора в натуральных координатах 

опт 0 оптx x X x= + ∆ . 

А.2. Расчет оптимального значения параметра оптимизации. Оптимальное 
значение параметра оптимизации (максимальное или минимальное) определяется 
уравнением 

( )2
опт 0 1 опт 2 оптY b b X b X= + + − λ , 

причем опт minY Y= , если b2 > 0; опт maxY Y= , если b2 < 0. 
А.3. Расчет абсолютной Yопт и относительной γ погрешности оптимального 

параметра оптимизации: 

2 2 2 2 2 2
опт ( 1); 0 опт 1 опт 2( ) ( ) ( ) ( )N n pY t S b X S b X S b−∆ = + + − λ , 

опт

опт

Y
Y

∆
γ = . 
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Случай Б 
Б.1. Расчет оптимального значения фактора в нормированных и натураль-

ных координатах при условии [ ]опт 1; 1X ∉ − + .  
Если оптимальное значение управляющего фактора Хопт лежит вне интерва-

ла варьирования, то отсутствует основание считать полученное уравнение регрес-
сии адекватным вне этого интервала. В этом случае оптимальное значение 
управляющего фактора следует искать на границе интервала варьирования: 

опт 1X = −  или опт 1X = + . 

Оптимальное значение управляющего фактора в натуральных координатах: 

хопт = xmin   или   xопт = xmax. 
Б.2. Расчет оптимального значения параметра оптимизации. Оптимальное 

значение параметра оптимизации (максимальное или минимальное) определяется 
уравнениями: 

[ ]min min ( 1), ( 1)Y Y Y= − + , 

[ ]max max ( 1), ( 1)Y Y Y= − + . 

Оптимальное значение параметра оптимизации рассчитывается по уравнению 

( )опт 0 1 опт 2 1Y b b X b= + + − λ ,   Xопт = ± 1. 

Б.3. Расчет абсолютной и относительной погрешности параметра  
оптимизации: 

2 2 2 2
опт ( 1), 0 1 2( ) ( ) (1 ) ( )N n pY t S b S b S b−∆ = + + − λ , 

опт

опт

Y
Y

∆
γ = . 

 
Лабораторная работа 

 
Цель работы: освоение метода моделирования и оптимизации однофактор-

ных стохастических технических систем с помощью однофакторного уравнения 
регрессии 2-го порядка. 

Формулировка задачи. Зерно, собранное комбайном, имеет влаж-
ность ≈ 25 %. На току оно подсыхает до влажности ≈ 20 %. Для долгосрочного 
хранения на элеваторе зерно необходимо высушить до влажности 14 %. 

Необходимо определить оптимальную температуру теплоносителя, при ко-
торой затраты энергии на сушку зерна будут минимальными. 
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Решение задачи осуществляется по алгоритму (см. Лабораторная работа  
№ 4, «Теоретическое обоснование», блоки 1–4). 

 
Блок 1. Планирование и проведение эксперимента 
1.1. Выбор параметра оптимизации Y. Важнейшим параметром, характе-

ризующим эффективность работы сушила, является удельный расход энергии 
на сушку зерна – параметр Y, кВт⋅ч/т. Тепловая энергия при сушке зерна расходу-
ется на нагрев зерна, испарение жидкости, работу двигателя, вращающего кон-
вейерную ленту, на потери тепла в окружающую среду и т. п.  

1.2. Выбор управляющего фактора х. Для сушки зерна до указанной влаж-
ности используют специальные сушила, теплоносителем в которых является го-
рячий воздух. При прочих равных условиях удельный расход энергии зависит от 
температуры теплоносителя (фактор х, ºС). Из опыта известно, что при сушке 
зерна значение температуры теплоносителя в сушилах различной конструкции 
≈ 90 ºС. Экспериментально необходимо определить оптимальное значение факто-
ра х, ºС, при котором удельный расход энергии будет минимальным. Варьируе-
мый интервал температуры теплоносителя выбирается с запасом таким образом, 
чтобы ожидаемое значение оптимальной температуры находилось внутри варьи-
руемого интервала min max[ , ] [60,120]x x x∈ = ºС. 

1.3. Построение матрицы планирования эксперимента. Для выполнения 
этой операции выбрать равномерный симметричный план с числом опытов N = 5 
и числом дублей в каждом опыте n = 4. Создать матрицу планирования (табл. 4.2), 
включающую следующие столбцы: порядковый номер опыта j (j = 1, 2, 3, 4, 5); 
значения управляющего фактора хj, рассчитанные по уравнению (4.1) (экспери-
мент проводится по РСП), экспериментальные данные (Y1j, Y2j, Y3j, Y4j), столбцы 

jY , 2
jS . Результаты расчетов приведены в табл. 4.2.  

Таблица 4.2 

Матрица планирования на базе РСП с числом опытов N = 5, n = 4 

j jx , ºС Y1j,  Y2j  Y3j,  Y4j,  jY  2
jS  

1 60 73,5 75,3 73,5 74,1 74,10 0,720 
2 75 60,4 60,2 63,7 61,5 61,45 2,577 
3 90 55,4 59,0 58,8 54,8 57,00 4,880 
4 105 54,8 55,5 54,3 51,9 54,13 2,443 
5 120 59,7 62,5 57,9 57,8 59,48 4,829 

 э 0,316G =  
3; 5; 0,95 0,598G =  

2
воспр 3,090S =  

воспр 15f =  

5
2

1

15,448j
j

S
=

=∑  



 

82 

1.4. Проведение эксперимента. Для повышения точности эксперимента тем-
пература воздуха х поддерживалась в сушиле на требуемом уровне с точностью 

о0,5 С± . Все остальные факторы (объемный расход, влажность воздуха, линейная 
скорость обдува зерна) поддерживались на фиксированных уровнях, одинаковых 
для всех опытов. Зерно сушилось до влажности (14,0 0,2) %± . Если влажность 
зерна на выходе из сушила превышала 14 %, то, на основе показаний датчика 
влажности, встроенного в систему управления с обратной связью, скорость кон-
вейерной ленты уменьшалась; если влажность зерна становилась меньше 14 %, то 
скорость конвейерной ленты увеличивалась. Каждые 2 ч по счетчику электроэнер-
гии с относительной погрешностью 3 % определяли величину затраченной на ра-
боту сушила электроэнергии (на подогрев воздуха, на работу компрессора для 
обдува зерна, двигателя, приводящего в движение конвейерную ленту). За тот же 
период измерялась масса высушенного зерна с относительной погрешностью 2 %. 
Параметр оптимизации Y при заданной температуре теплоносителя определялся 
как отношение величины затраченной электроэнергии (кВт⋅ч/т) к массе зерна (т), 
высушенного за 2 ч. 

Все промежуточные расчеты проводили с точностью не менее четырех 
значащих цифр. 

 
Блок 2. Предварительная обработка экспериментальных данных  

(результаты расчета внесены в табл. 4.2): 
2.1. Расчет выборочного среднего в каждом опыте, например, для 3j = : 

4

3 3
1 1

3
55,4 59,0 58,8 54,8 228,0 57,00

4 4 4

n

i i
i i

Y Y
Y

n
= = + + +

= = = = =
∑ ∑

. 

2.2. Расчет выборочной дисперсии в каждом опыте, например, для 3j = : 

( )

( ) ( ) ( )( )

4 22
3 3 3

1

2 2 2 2

(4 1)

55,4 57,00 59,0 57,00 58,8 57,00 (54,8 5700) 3 4,880.

i
i

S Y Y
=

= − − =

= − + − + − + − =

∑
 

2.3. Проверка выборочных дисперсий на однородность по критерию Кохрена: 
– экспериментальное значение критерия Кохрена 

2

э
2

1

max 4,880 4,880 0,316
0,7200 2,5767 4,8800 2,4425 4,8292 15,448

j
N

j
j

S
G

S
=

= = = =
+ + + +∑

; 
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– критическое значение критерия Кохрена, в котором на первом месте стоит 
число степеней свободы максимальной дисперсии ( числ 1 4 1 3f n= − = − = ), на вто-
ром – число степеней свободы, равное числу всех дисперсий ( знам 5f N= = ), при 
доверительной вероятности 0,95p = (прилож. 5). 

числ знам; ; 1; ; 3; 5; 0,95 0,598f f p n N pG G G−= = = . 

Выборочные дисперсии однородны, так как э 3; 5; 0,950,316 0,598G G= < = . 

2.4. Расчет дисперсии воспроизводимости и числа ее степеней свободы: 
5

2

12
воспр

15,448 3,090
5 5

j
j

S
S == = =

∑
, 

воспр ( 1) 5(4 1) 15f N n= − = − = . 

 
Блок 3. Моделирование технической системы (результаты расчета внесе-

ны в табл. 4.3). 
3.1. Построение матрицы моделирования. Создать матрицу моделирования 

для построения однофакторного ортогонализированного уравнения регрессии 2-го 
порядка 2

0 0 1 1 2 1 1( )Y b X b X b X= + + − λ  (табл. 4.3), которая содержит столбцы: 
2 2

0 0, , , , , , , ( )j j j j j j j j j jj X X X Y X Y X Y X Y− λ − λ , 2, ( )p p
j j jY Y Y− . 

Таблица 4.3 

Матрица моделирования для построения однофакторного 
ортогонализированного уравнения регрессии 2-го порядка  

с числом опытов 5N =  и числом дублей n = 4 

N X0j Xj 
2
jX − λ  jY  0 j jX Y  j jX Y  2( ) jjX Y− λ  p

jY  2( )p
j jY Y−  

1 1 – 1,000 0,5000 74,10 74,10 74,10 37,05 73,92 0,034 
2 1 – 0,500 – 0,2500 61,45 61,45 30,73 –15,36 62,20 0,567 
3 1 0 – 0,5000 57,00 57,00 0 –28,50 55,86 1,230 
4 1 0,500 – 0,2500 54,13 54,13 27,06 –13,53 54,89 0,582 
5 1 1,000 0,5000 59,48 59,48 59,48 29,74 59,29 0,036 

2∑  5 2,500 0,8750 ∑  306,2 18,29 9,394 φ 2,518=  

rb  61,23 –7,315 10,74 2;15; 0.951,630; 3,682эF F= =  
2
воспр 3,090S = ;    воспр 15f =  
Уравнение адекватно rb∆  0,8 1,2 2,0 

2
ад 5,038S = , ад 2f =  

 
Ортогонализированный коэффициент рассчитывается по уравнению 

1 5 1 0,5000
3 ( 1) 3 (5 1)

N
N

+ +
λ = = =

− −
. 
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3.2. Расчет коэффициентов уравнения регрессии. Образовать столбцы 
2

0 , , ( )j jj j jX Y X Y X − λ  и рассчитать их суммы: 

5

0
1

1 74,10 1 61,450 1 57,00 1 54,125 1 59,475 306,15jj
j

X Y
=

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ , 

5

1

( 1)74,10 ( 0,5)61,45 0 57,00 0,5 54,125 1 59,475 18,287jj
j

X Y
=

= − + − + ⋅ + ⋅ + ⋅ = −∑ , 

5
2

1
( ) 0,50 74,10 ( 0,25)61,45 ( 0,50)57,00

( 0,25)54,125 0,50 59,475 9,394;

j j
j

X Y
=

− λ = ⋅ + − + − +

+ − + ⋅ =

∑
 

– рассчитать суммы квадратов факторов: 
5

2
0

1
1 1 1 1 1 5j

j
X

=

= + + + + =∑ , 

5
2 2 2 2 2

1
( 1,000) ( 0,5000) 0 0,5000 1,000 2,500j

j
X

=

= − + − + + + =∑ , 

5
2 2 2 2 2 2 2

1
( ) 0,5000 ( 0,2500) ( 0,5000) ( 0,2500) 0,5000 0,8750j

j
X

=

− λ = + − + − + − + =∑ ; 

– рассчитать коэффициенты уравнения регрессии 0 1 2, ,b b b . Так как факторы 
2

0 , , ( )X X X − λ  ортогональны, то они рассчитываются по формулам: 

5

0
1

0 5
2
0

1

306,15 61,23
5

jj
j

j
j

X Y
b

X

=

=

= = =
∑

∑
, 

5

1
1 5

2

1

18,287 7,315
2,500

jj
j

j
j

X Y
b

X

=

=

−
= = = −

∑

∑
, 

5
2

j
1

2 5
2 2

1

( )
9,394 10,74
0,875( )

j
j

j
j

X Y
b

X

=

=

− λ
= = =

− λ

∑

∑
. 
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3.3. Проверка коэффициентов уравнения регрессии на значимость по кри-
терию Стьюдента осуществляется по следующему алгоритму: 

– рассчитать дисперсии значимости 2 2 2
0 1 2( ), ( ), ( )S b S b S b  и стандартные  

отклонения для 2
воспр 3,090S =  (см. табл. 4.3): 

2
воспр2

0 5
2
0

1

3,090( ) 0,1545
4 54 j

j

S
S b

X
=

= = =
⋅⋅∑

, 

2
0 0( ) ( ) 0,1545 0,3931S b S b= = = , 

2
воспр2

1 5
2

1

3,090( ) 0,3090
4 2,5004 j

j

S
S b

X
=

= = =
⋅⋅∑

, 

2
1 1( ) ( ) 0,3090 0,5559S b S b= = = , 

2
воспр2

2 5
2 2

1

3,090( ) 0,8829,
4 0,8754 ( λ)j

j

S
S b

X
=

= = =
⋅⋅ −∑

 

2
2 2( ) ( ) 0,8829 0,9396S b S b= = = ; 

– рассчитать доверительные интервалы регрессионных коэффициентов 
0 1 2, ,b b b  и корректно оформить результаты расчета: 

0 воспр; 0 15; 0,95 0( ) ( ) 2,131 0,3931 0,8377,f pb t S b t S b∆ = = = ⋅ =  

1 воспр; 1 15; 0,95 1( ) ( ) 2,131 0,5559 1,1846,f pb t S b t S b∆ = = = ⋅ =  

2 воспр; 2 5; 0,95 2( ) ( ) 2,131 0,9396 2,002,f pb t S b t S b∆ = = = ⋅ =  

где воспр;f pt  – критическое значение критерия Стьюдента при числе степеней свобо-
ды ( 1) 5(4 1) 15f N n= − = − =  и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2): 

воспр; ( 1); 15; 0,95 2,131f p N n pt t t−= = = . 

Так как выполняются неравенства: 

0 00,8377 61,23b b∆ = < = , 

1 11,846 7,315b b∆ = < = , 

2 22,002 10,74b b∆ = < = , 
то регрессионные коэффициенты 0 1 2, ,b b b  однофакторного ортогонализирован-
ного уравнения регрессии 2-го порядка значимы, и уравнение регрессии примет 
следующий вид: 
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261,23 7,315 10,74( 0,5000)Y X X= − ⋅ + − . 

3.4. Проверка уравнения регрессии на адекватность по критерию Фишера 
выполняется по следующему алгоритму: 

– рассчитать параметр p
jY для каждого опыта по однофакторному ортогона-

лизированному уравнению регрессии 2-го порядка, например, для 1j = : 

1 61,23 7,315( 1) 10,74 0,5000 61,23 7,315 5,370 73,915pY = − − + ⋅ = + + = ; 

– рассчитать остаточную сумму квадратов по уравнению 

( )
5 2 2 2 2

1

2 2

(74,10 73,915) (61,45 62,203) (57,00 55,860)

(54,125 54,888) (59,475 59,285) 2,518;

p
j j

j
Y Y

=

ϕ = − = − + − + − +

+ − + − =

∑  

– рассчитать дисперсию адекватности и число ее степеней свободы адf : 

2
ад

4 2,519 5,038
5 3

nS
N B

ϕ ⋅
= = =

− −
, 

ад 5 3 2f N B= − = − = ; 

– рассчитать экспериментальное значение критерия Фишера: 
2
ад

э 2
воспр

5,038 1,630
3,090

S
F

S
= = = , так как 2 2

ад воспрS S> ; 

– критическое значение критерия Фишера 
числ знам; ;f f pF  определить по сле-

дующему алгоритму: на первом месте стоит число степени свободы большей 
дисперсии ( числ ад 5 3 2f f N B= = − = − = ), на втором – число степени свободы 

меньшей дисперсии ( знам воспр ( 1) 5(4 1) 15f f N n= = − = − = ) при доверительной ве-

роятности 0,95p =  (прилож. 4): 

; ( 1); 2; 15; 0,95 3,682N B N n pF F− − = = . 

Полученное однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии  
2-го порядка 2

161,23 7,315 10,74( 0,5000)Y X X= − + −  адекватно, так как 

э 2; 5; 0,951,630 3,682F F= < = . 
 
Блок 4. Оптимизация технической системы 
Случай А 
А.1. Расчет оптимального значения фактора в нормированных и натураль-

ных координатах при условии [ ]опт 1; 1X ∈ − + : 
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– оптимальное нормированное значение фактора  

1
опт

2

7,315 0,3405
2 2 10,74

bX
b

−
= − = − =

⋅ ⋅
; 

– оптимальное натуральное значение фактора  
o

опт 0 опт 90 0,3405 30 90 10,22 100,22 100 Cx x X x= + ∆ = + ⋅ = + = ≈ . 

А.2. Расчет оптимального значения параметра оптимизации. Параметр 
( )Y X  имеет минимум, так как 2 10,74 0b = > : 

2
min опт опт61,23 7,315 10,74( 0,5000) 61,23 7,315 0,3405Y X Х= − + − = − ⋅ +  

210,74(0,3405 0,5000) 61,23 2,491 4,125 54,61 кВт ч/ т .+ − = − − = ⋅  

А.3. Расчет относительной и абсолютной погрешности параметра  
оптимизации: 

– рассчитать абсолютную погрешность minY∆  параметра minY , значение ко-
торого найдено по однофакторному ортогонализированному уравнению регрес-
сии 2-го порядка 2

0 0 1 2( )Y b X b X b X= + + − λ  при условии ортогональности всех 
факторов 2

0 , , ( )X X X − λ , по уравнению 

2 2 2 2 2 2
min ( 1); 0 опт 1 опт 2( ) ( ) ( ) ( )N n pY t S b X S b X S b−∆ = + + − λ =  

2 2 2
15; 0,95 0,1545 0,3405 0,3090 (0,3405 0,5000) 0,8829t= + ⋅ + − =  

2,131 0,1545 0,03583 0,1302 2,131 0,3206 2,131 0,5662 1,207 кВт ч/ т;= + + = = ⋅ = ⋅  

– рассчитать относительную погрешность γ параметра оптимизации minY по 
уравнению  

min

min

1,207 0,02210.
54,616

Y
Y

∆
γ = = =  

Корректно оформить результаты расчета: 

0 0 61,23 0,8377 61,2 0,8b b± ∆ = ± ≈ ± ; 

1 1 7,315 1,1846 7,3 1,2b b± ∆ = − ± ≈ − ± ; 

2 2 10,74 2,003 10,7 2,0b b± ∆ = ± ≈ ± ; 

min min 54,63 1,207 (54,6 1,2) кВт ч/ тY Y± ∆ = ± ≈ ± ⋅ , 

0,02210 0,022 (2,2%)γ = = . 

Заключение. Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 2-го 
порядка со значимыми регрессионными коэффициентами 
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261,2 7,3 10,7( 0,5000)Y X X= − + −  адекватно описывает процесс сушки зерна. Ми-
нимальные энергозатраты при сушке зерна при значении температуры воздуха  
xопт = 100 ºС составляют min (54,6 1,2) кВт ч/ тY = ± ⋅ . 

 
Пример выполнения лабораторной работы в программе MS Excel  
 
Блок 1. Планирование и проведение эксперимента (см. п.п. 1.1, 1,2)  
1.3. Построение матрицы планирования эксперимента. Создать матрицу 

планирования для обработки экспериментальных данных, которая состоит из 
столбцов: j, x, 1 2 3 4, , ,Y Y Y Y , jY , 2

jS  (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1 

 

В программе MS Excel организовать символ Y  невозможно, поэтому на ри-
сунках параметр Y  = Yср.  

Рассчитать основной уровень фактора x0, интервал его варьирования ∆x и 
уровни фактора x в опытах (рис. 4.2): 

max min
0 2

x xx +
= , 

max min

2
x xx −

∆ = , 

min max min
1 ( )
1j

jx x x x
N

−
= + −

−
. 

 
Рис. 4.2 
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Блок 2. Предварительная обработка экспериментальных данных 
(рис. 4.3) 

 
Рис. 4.3 

 

2.1. Расчет выборочного среднего в каждом опыте. Выборочное среднее  

jY  в каждом опыте рассчитать с помощью функции СРЗНАЧ программы 

MS Excel, реализующей формулу: 

1

n

ji
i

j

Y
Y

n
==
∑

,   1, ...,j N= . 

2.2. Расчет выборочной дисперсии в каждом опыте. Выборочную диспер-
сию 2

jS  в каждом опыте рассчитать с помощью функции ДИСП.В программы MS 

Excel, реализующей формулу: 

2

12

( )

( 1)

n

ji j
i

j

Y Y
S

n
=

−
=

−

∑
,   1, ...,j N= . 

 
2.3. Проверка выборочных дисперсий на однородность по критерию Кохрена: 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Кохрена:  

max 2
j

э N
2
j

j = 1

S
G =

S∑
; 

– определить критическое значение критерия Кохрена при числе степеней 
свободы числ 1 4 1 3f n= − = − = , знам 5f N= =  и доверительной вероятности p = 0,95 
(прилож. 5): 

числ знам; ; 1; ; 3; 5; 0,95 0,598f f p n N pG G G−= = =  
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или рассчитать в программе MS Excel с помощью вспомогательной функции бета-
распределения БЕТА.ОБР (Вероятность, Альфа, Бета), в которой на место па-
раметров следует подставить следующие значения (рис. 4.4 и 4.5):  

Вероятность = 1 – (1 – p)/N, Альфа = (n –1)/2, Бета = (N – 1) (n –1)/2. 

 
Рис. 4.4 

 
Рис. 4.5 

 
Для сравнения экспериментального значения критерия Кохрена с критиче-

ским использовать функцию ЕСЛИ программы MS Excel (рис. 4.6). 

 
Рис. 4.6 

 
Выборочные дисперсии однородны, так как 1; ;э n N pG G −< : 

3; 5; 0,950,316 0,598эG G= < = . 
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2.4. Расчет дисперсии воспроизводимости  (рис. 4.7): 

2
j

12
воспр

N

j
S

S
N

==
∑

, 

воспр ( 1)f N n= − . 

 
Рис. 4.7 

 
Блок 3. Моделирование технической системы 
3.1. Построение матрицы моделирования:  
– создать матрицу моделирования для построения однофакторного ортого-

нализированного уравнения регрессии 2-го порядка на базе РСП с числом опытов 
N = 5, которая содержит столбцы 2

0 , ,( ), ,X X X Y− λ  2
0 , , ( )X Y X Y X Y− λ , 

,pY 2( )pY Y− , и рассчитать нормированные значения X в каждом опыте (рис. 4.8): 
0

j
jX

x
x x

=
∆

− ; 

 
Рис. 4.8 

 
– рассчитать ортогонализирующий коэффициент λ (рис. 4.9): 

2
1

1 1
3 ( 1)

N

j
j

X
N

N N
= +

λ = =
−

∑
; 
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Рис. 4.9 

 
– рассчитать значения ортогонализированного фактора 2( )jX − λ (рис. 4.10). 

 
Рис. 4.10 

 
3.2. Расчет коэффициентов уравнения регрессии 0 1 2, ,b b b  однофакторного 

ортогонализированного уравнения регрессии 2-го порядка 
2

0 0 1 2( 0,5000)Y b X b X b X= + + − : 

– рассчитать произведения 2
0 , , ( )X Y X Y X Y− λ . В первую ячейку ввести 

формулу с абсолютной адресацией к столбцу $G, содержащему сомножитель Yср 
(рис. 4.11); 

 
Рис. 4.11 

 
– копировать формулы в остальные ячейки для получения необходимых 

произведений (рис. 4.12); 

 
Рис. 4.12 
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– рассчитать суммы произведений в полученных столбцах матрицы моде-
лирования (рис. 4.13); 

 
Рис. 4.13 

 

– рассчитать суммы квадратов факторов 
5

2
0

1
j

j
X

=
∑ , 

5
2

j 1
jX

=
∑ ,

5
2 2

1
( 0,5000)

j
X

=

−∑ , 

воспользовавшись функцией СУММКВ программы MS Excel (рис. 4.14); 

 
Рис. 4.14 

 
– рассчитать коэффициенты однофакторного ортогонализированного урав-

нения регрессии 2-го порядка 0 1 2, ,b b b  (рис. 4.15): 

0
1

0
2
0

1

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

=
∑

∑
;   1

1
2

1

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

=
∑

∑
;   

2

1
2

2 2

1

( )

( )

N

jj
j

N

j
j

X Y
b

X

=

=

− λ
=

− λ

∑

∑
. 

 
Рис. 4.15 
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3.3. Проверка коэффициентов уравнения регрессии на значимость по кри-
терию Стьюдента (рис. 4.16): 

– рассчитать дисперсии значимости коэффициентов регрессии 
2 2

0 1( ), ( ),S b S b  2
2( )S b : 

2
воспр2

0
2
0

1

( ) N

j
j

S
S b

n X
=

=

∑
;     

2
воспр2

1
2

1

( ) N

j
j

S
S b

n X
=

=

∑
 ;   

( )

2
воспр2

2 22

1

( ) N

j
j

S
S b

n X
=

=
− λ∑

. 

Обратите внимание: абсолютная адресация ячеек позволяет скопировать 
формулу для остальных коэффициентов; 

 
Рис. 4.16 

 
– рассчитать доверительные интервалы коэффициентов 0 1 2, ,b b b  однофак-

торного ортогонализированного уравнения регрессии 2-го порядка 0 1 2, ,b b b∆ ∆ ∆ : 

0 ; 0( )f pb t S b∆ = ⋅ ,   1 ; 1( )f pb t S b∆ = ⋅ ,   2 ; 2( )f pb t S b∆ = ⋅ ; 

– выбрать критическое значение критерия Стьюдента ;f pt  при числе степе-
ней свободы воспрf  и доверительной вероятности 0,95p =  (прилож. 2) или вы-
числить с помощью функции СТЬЮДЕНТ.ОБР.2Х программы MS Excel 
(рис. 4.17, 4.18, 4.19). 

 
Рис. 4.17 
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Рис. 4.18 

 

 
Рис. 4.19 

 
Регрессионные коэффициенты 0 1 11, ,b b b  статистически значимы, так как: 

0 00,8378 61,23b b∆ = < = ,   1 11,185 7,315b b∆ = < = ,   2 22,003 10,74b b∆ = < = . 

Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 2-го порядка, в 
котором все коэффициенты значимы, имеет следующий вид: 

261,23 7,315 10,74 ( 0,5000)Y X X= − ⋅ + − . 

3.4. Проверка уравнения регрессии на адекватность по критерию Фишера:   
– рассчитать значения p

jY  в каждом опыте. Обратите внимание: абсолютная 

адресация ссылок на коэффициенты регрессии (рис. 4.20); 

 
Рис. 4.20 

 
– рассчитать квадраты отклонений экспериментальных и расчетных значе-

ний параметра  ( )2pY Y− (рис. 4.21); 
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Рис. 4.21 

 
– рассчитать остаточную сумму квадратов ϕ  (рис. 4.22): 

( )2

1

N
p

j j
j

Y Y
=

ϕ = −∑ ; 

 
Рис. 4.22 

 
– рассчитать дисперсию адекватности 2

адS  и число ее степеней свободы адf : 

2
ад

nS
N B

ϕ
=

−
, 

адf N B= − , 

где B = 3 – число статистически значимых коэффициентов регрессии (b0, b1, b2) 
(рис. 4.23); 

 
Рис. 4.23 

 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Фишера Fэ: 
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2 2
воспр ад

э 2 2
воспр ад

max( , )
min( , )

S S
F

S S
= ; 

– рассчитать критическое значение критерия Фишера 
числ знам; ;f f pF , в котором 

на первом месте стоит число степени свободы числ ад 5 3 2f f N B= = − = − =  боль-
шей дисперсии, на втором месте  – число степени свободы 

числ воспр ( 1) 5(4 1) 15f f N n= = − = − =  меньшей дисперсии при доверительной веро-

ятности 0,95,p =  с помощью таблицы (прилож. 4) или с помощью встроенной 
функции F.ОБР программы MS Excel (рис. 4.24): 

числ знам ад воспр; ; ; ; ; ( 1); 2;15; 0,95 3,682f f p f f p N B N n pF F F F− −= = = = . 

 
Рис. 4.24 

 
Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 2-го порядка 

2
1 161,23 7,315 10,74 ( 0,5000)Y X X= − ⋅ + −  адекватно по критерию Фишера, так 

как э 2; 15; 0,951,630 3,682F F= < =  (рис. 4.25). 

 
Рис. 4.25 

 
 

Блок 4. Оптимизация технической системы 
Случай А 
А.1. Расчет оптимального значения фактора в нормированных и натураль-

ных координатах при условии [ ]опт 1; 1X ∈ − + :  

– рассчитать оптимальное значение фактора оптX  в нормированных коорди-
натах (рис. 4.26): 

1
опт

22
bX
b

= −
⋅

; 
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Рис. 4.26 

 
– рассчитать оптимальное значение фактора оптx  в натуральных координа-

тах (рис. 4.27): 

опт 0 оптx x X x= + ∆ . 

 
Рис. 4.27 

 
А.2. Расчет оптимального значения параметра оптимизации 
Рассчитать минимальное значение параметра Ymin путем подстановки опти-

мального значения фактора в нормированных координатах в уравнение регрессии 
(рис. 4.28): 

2
min 0 1 опт 2 опт( )Y b b X b Х= − + − λ . 

Параметр опт( )Y X  имеет минимум, так как 2 10,7 0b = > . 

 
Рис. 4.28 
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А.3. Расчет абсолютной Yопт и относительной γ погрешности оптимального 
параметра оптимизации: 

– рассчитать абсолютную погрешность minY∆  параметра minY  (рис. 4.29): 

2 2 2 2 2 2
( 1), 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )N n pY X t S b X S b X S b−∆ = + + − λ ; 

 
Рис. 4.29 

 

– рассчитать относительную погрешность γ параметра оптимизации minY по 
уравнению  

min

min

1,207 0,022 (2,2%)
54,616

Y
Y

∆
γ = = = . 

Заключение. Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 
второго порядка со значимыми регрессионными коэффициентами 

261,2 7,3 10,7( 0,5000)Y X X= − + −  адекватно описывает процесс сушки зерна, где 

b0 = 61,2 ± 0,8; b1 = –7,3 ± 1,2; b2 = 10,7 ± 2,0. 
Минимальные энергозатраты при сушке зерна при значении температуры 

воздуха xопт = 100 ºС составляют min (54,6 1,2) кВт ч/ тY = ± ⋅ . 
 

Пример выполнения лабораторной работы в программе Mathcad 
В программе Mathcad организовать символ Y  невозможно, поэтому на ри-

сунках параметр Y  = Yср. 
 

Блок 1. Планирование и проведение эксперимента (см. п.п. 1.1, 1,2) 
1.3. Построение матрицы планирования эксперимента (рис. 4.30, 4.31): 
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Рис. 4.30 

 

 
Рис. 4.31 

 
– создать матрицу планирования для построения однофакторного уравнения 

регрессии 2-го порядка;  
– рассчитать основной уровень фактора, интервал его варьирования и уров-

ни фактора в опытах. 
 
Блок 2. Предварительная обработка экспериментальных данных 
2.1. Расчет выборочного среднего в каждом опыте (рис. 4.32). 
2.2. Расчет выборочной дисперсии в каждом опыте (рис. 4.32). 

 
Рис. 4.32 
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2.3. Проверка выборочных дисперсий на однородность по критерию Кохрена: 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Кохрена (рис. 4.33); 

 
Рис. 4.33 

 
– рассчитать критическое значение критерия Кохрена при доверительной 

вероятности 0,95р =  с помощью бета-функции (рис. 4.34). 

 
Рис. 4.34 

 
Выборочные дисперсии однородны, так как: 

3; 5; 0,950,316 0,598эG G= < = . 

2.4. Расчет дисперсии воспроизводимости и числа ее степеней свободы 
(рис. 4.35) 

 
Рис. 4.35 

 
 

Блок 3. Моделирование технической системы 
3.1. Построение матрицы моделирования: 
– создать матрицу моделирования для построения однофакторного ортогонали-

зированного уравнения регрессии 2-го порядка на базе РСП с числом опытов N = 5;  
– рассчитать нормированные значения фактора и заполнить столбец фик-

тивного фактора 0X  значениями X (рис. 4.36); 
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Рис. 4.36 

 
– рассчитать ортогонализирующий коэффициент λ (рис. 4.37). 

 
Рис. 4.37 

 
3.2. Расчет коэффициентов уравнения регрессии (рис. 4.38) 

 
Рис. 4.38 

 
3.3. Проверка коэффициентов уравнения регрессии на значимость по кри-

терию Стьюдента: 
– рассчитать дисперсии значимости коэффициентов регрессии S2 (b0), 

S2 (b1), S2 (b2) (рис. 4.39); 

 
Рис. 4.39 
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– рассчитать доверительные интервалы 0 1 2, ,b b b∆ ∆ ∆  коэффициентов одно-
факторного ортогонализированного уравнения регрессии 2-го порядка: 

0 ; 0( )f pb t S b∆ = ⋅ ;   1 ; 1( )f pb t S b∆ = ⋅ ;   2 ; 2( )f pb t S b∆ = ⋅ ; 

– рассчитать критическое значение критерия Стьюдента ;f pt  при числе сте-
пеней свободы воспрf = N (n – 1) и доверительной вероятности 0,95p =  (рис. 4.40). 

 
Рис. 4.40 

 
Регрессионные коэффициенты 0 1 2, ,b b b  значимы, так как: 

0 00,8378 61,23b b∆ = < = ;   1 11,1848 7,315b b∆ = < = ;   2 22,003 10,736b b∆ = < = . 

Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 2-го порядка, в 
котором все коэффициенты значимы (B = 3), имеет вид: 

261,23 7,315 10,74( 0,5000)Y X X= − ⋅ + − . 

3.4. Проверка уравнения регрессии на адекватность по критерию Фишера 
(рис. 4.41): 

– вычислить с помощью полученного однофакторного ортогонализирован-
ного уравнения регрессии 2-го порядка расчетные значения p

jY  в каждом опыте; 

 
Рис. 4.41 

 
– вычислить остаточную сумму квадратов (рис. 4.42); 

 
Рис. 4.42 
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– рассчитать дисперсию адекватности 2
адS  и число ее степеней свободы адf  

(рис. 4.43); 

 
Рис. 4.43 

 
– рассчитать экспериментальное значение критерия Фишера (рис. 4.44); 

 
Рис. 4.44 

 
– рассчитать критическое значение критерия Фишера 

числ нам; ; pзf fF , в котором 
на первом месте стоит число степени свободы числ воспр ( 1) 7 (4 1) 21f f N n= = − = − =  
большей дисперсии, на втором месте – число степени свободы 
знам ад 7 3 4f f N B= = − = − =  меньшей дисперсии, при доверительной вероятности  

0,95p = , с помощью таблицы (прилож. 4) или с помощью функции программы 
Mathcad (рис. 4.45). 

 
Рис. 4.45 

 
Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии 2-го порядка 

261,23 7,315 10,74 ( 0,5000)Y X X= − ⋅ + −  адекватно по критерию Фишера, так как 

э 15; 2; 0,951,630 3,682F F= < = . 
 
Блок 4. Оптимизация технической системы 
Случай А 
А.1. Расчет оптимального значения фактора в нормированных и натураль-

ных координатах при условии [ ]опт 1; 1X ∈ − +   

Рассчитать оптимальное значение фактора оптX  в нормированных коорди-
натах и оптx  в натуральных координатах. Применение только Случая А оправдано, 
так как Хопт ∈ [–1; +1] (рис. 4.46). 
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Рис. 4.46 

 
А.2. Расчет оптимального значения параметра оптимизации 
Рассчитать минимальное значение параметра Ymin путем подстановки опти-

мального значения фактора в нормированных координатах в уравнение регрессии 
(рис. 4.47). 

 

 
Рис. 4.47 

 
Параметр ( )Y X  имеет минимум, так как 2 10,7 0b = > . 
А.3. Расчет абсолютной Yопт и относительной γ погрешности оптимального 

параметра оптимизации: 
– рассчитать абсолютную погрешность minY∆  параметра minY  (рис. 4.48); 
– рассчитать относительную погрешность γ параметра оптимизации minY  

(рис. 4.48). 
 

 
Рис. 4.48 

 
Заключение. Однофакторное ортогонализированное уравнение регрессии  

2-го порядка со значимыми регрессионными коэффициентами 
261,2 7,3 10,7( 0,5000)Y X X= − ⋅ + −  адекватно описывает процесс сушки зерна, 

где где b0 = 61,2 ± 0,8; b1 = –7,3 ± 1,2; b2 = 10,7 ± 2,0. Минимальные энергозатраты 
при сушке зерна при значении температуры воздуха o

опт 100 Cx =  составляют 

min (54,6 1,2) кВт ч/ тY = ± ⋅ . 
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Напишите в общем виде однофакторное ортогонализированное уравнение 
регрессии 2-го порядка. 

2. Напишите формулы взаимосвязи нормированных Х и натуральных х зна-
чений фактора. 

3. Какие операции включает в себя предварительная обработка эксперимен-
тальных данных? 

4. Сформулируйте алгоритм проверки выборочных дисперсий на однород-
ность по критерию Кохрена. Как найти критическое значение критерия Кохрена? 

5. Напишите формулы для расчета дисперсии воспроизводимости и числа ее 
степеней свободы. 

6. Напишите формулу для расчета ортогонализирующего коэффициента λ. 
7. Напишите формулы для расчета коэффициентов однофакторного ортого-

нализированного уравнения регрессии 2-го порядка. 
8. Напишите формулы для расчета дисперсий значимости и доверительных 

интервалов коэффициентов однофакторного ортогонализированного уравнения 
регрессии 2-го порядка. Сформулируйте критерий проверки регрессионных коэф-
фициентов на значимость. Как найти критическое значение критерия Стьюдента? 

9. Напишите уравнение для расчета дисперсии адекватности и числа ее сте-
пеней свободы. 
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Варианты лабораторной работы (индивидуальные задания) 
 

Для получения исходных данных для решения выбранного варианта задания 
(табл. 4.4)  следует действовать следующим образом. Допустим, необходимо ре-
шить вариант № 41. Для этого варианта число опытов N = 8, число дублей n = 5, 
интервал варьирования фактора [76,118]x∈ . Для построения матрицы планирова-
ния эксперимента (табл. 4.5) следует рассчитать 8 значений фактора jx  по уравне-

нию (4.1) для равномерного симметричного плана. Затем для каждого значения 

jx выбрать первые n дублей для каждого из числа N опытов (табл. 4.6). 

Таблица 4.4 

Номера вариантов задания (N – число опытов; n – число дублей, 
интервал варьирования фактора 1 min max[ , ]x x x∈ ) 

1 вариант  
N = 21; n = 4; [60; 100] 

18 вариант  
N = 16; n = 6; [76; 106] 

35 вариант  
N = 10; n = 5; [60; 114] 

2 вариант  
N = 21; n = 5; [80; 120] 

19 вариант  
N = 15; n = 4; [88; 116] 

36 вариант  
N = 10; n = 6; [70; 106] 

3 вариант  
N = 21; n = 6; [70; 110] 

20 вариант  
N = 15; n = 5; [64; 120] 

37 вариант  
N = 9; n = 4; [82; 98] 

4 вариант  
N = 20; n = 4; [82; 120] 

21 вариант  
N = 15; n = 6; [76; 104] 

38 вариант  
N = 9; n = 5; [66; 114] 

5 вариант  
N = 20; n = 5; [66; 104] 

22 вариант: N = 14; 
n = 4; [86; 112] 

39 вариант: N = 9; 
n = 6; [70; 102] 

6 вариант  
N = 20; n = 6; [76; 114] 

23 вариант  
N = 14; n = 5; [64; 116] 

40 вариант  
N = 8; N = 4; [60; 116] 

7 вариант  
N = 19; n = 4; [82; 118] 

24 вариант  
N = 14; n = 6; [78; 104] 

41 вариант  
N = 8; n = 5; [76; 118] 

8 вариант  
N = 19; n = 5; [64; 100] 

25 вариант  
N = 13; n = 4; [84; 108] 

42 вариант  
N = 8; n = 6; [88; 116] 

9 вариант  
N = 19; n = 6; [72; 108] 

26 вариант  
N = 13; n = 5; [70; 118] 

43 вариант  
N = 7; n = 4; [60; 108] 

10 вариант  
N = 18; n = 4; [82; 116] 

27 вариант  
N = 13; n = 6; [80; 104] 

44 вариант  
N = 7; n = 5; [74; 110] 

11 вариант  
N = 18; n = 5; [66; 100] 

28 вариант  
N = 12; n = 4; [82; 104] 

45 вариант  
N = 7; n = 6; [90; 114] 

12 вариант  
N = 18; n = 6; [70; 104] 

29 вариант  
N = 12; n = 5; [62; 106] 

46 вариант  
N = 6; n = 4; [86; 116] 

13 вариант  
N = 17; n = 4; [82; 114] 

30 вариант  
N = 12; n = 6; [76; 120] 

47 вариант  
N = 6; n = 5; [60; 100] 

14 вариант  
N = 17; n = 5; [64; 96] 

31 вариант  
N = 11; n = 4; [80; 100] 

48 вариант  
N = 6; n = 6; [60; 120] 

15 вариант  
N = 17; n = 6; [70; 102] 

32 вариант  
N = 11; n = 5; [62; 102] 

49 вариант  
N = 5; n = 4; [86; 110] 

16 вариант  
N = 16; n = 4; [88; 118] 

33 вариант  
N = 11; n = 6; [80; 120] 

50 вариант  
N = 5; n = 5; [70; 110] 

17 вариант  
N = 16; n = 5; [60; 120] 

34 вариант  
N = 10; n = 4; [88; 106] 

51 вариант  
N = 5; n = 6; [60; 116] 
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Таблица 4.5 

Экспериментальные данные зависимости удельного расхода энергии 
при сушке зерна (параметр Y, кВт⋅ч/т) от температуры теплоносителя (фактор х, ºС) 

х Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 
60 76,3 79,4 79,3 76,4 76,0 76,2 
62 72,5 75,2 72,8 72,4 69,8 74,9 
64 72,0 64,1 70,1 70,4 69,1 69,2 
66 69,6 65,9 70,2 64,2 69,3 66,6 
68 65,1 64,0 68,2 67,0 69,1 67,6 
70 60,9 63,8 60,9 60,2 62,4 63,5 
72 61,8 62,4 60,6 62,8 61,8 57,4 
74 55,3 58,6 59,2 59,7 60,6 57,8 
76 55,6 58,2 58,8 55,4 56,5 58,3 
78 55,6 55,1 55,7 54,2 57,4 57,7 
80 55,2 53,4 54,7 54,4 58,3 52,8 
82 55,6 54,4 51,8 53,5 53,1 51,3 
84 49,9 52,8 51,7 50,9 54,6 54,2 
86 52,3 52,4 52,5 50,9 50,3 53,4 
88 52,3 51,3 50,8 50,4 52,3 51,4 
90 48,8 50,3 50,7 50,7 54,7 47,5 
92 49,9 48,0 51,9 51,3 48,5 49,5 
94 47,4 46,4 50,1 50,3 49,9 49,8 
96 51,7 51,8 50,8 51,6 51,4 49,8 
98 52,3 49,2 49,8 47,4 49,0 52,8 
100 50,1 50,8 51,0 51,4 52,4 50,5 
102 52,3 51,9 52,1 51,7 50,1 50,1 
104 51,2 51,6 53,2 49,4 54,2 53,6 
106 53,6 54,9 54,4 53,8 54,8 53,0 
108 56,7 53,6 55,8 54,1 53,4 51,6 
110 55,2 55,7 56,4 57,6 60,6 58,5 
112 54,8 56,1 58,0 58,0 58,3 58,2 
114 61,9 56,5 59,3 59,1 60,3 59,9 
116 62,4 61,2 59,7 62,8 60,7 57,8 
118 66,4 62,7 63,4 64,0 60,7 62,0 
120 64,3 65,3 66,1 65,8 65,0 63,0 

Таблица 4.6 

Образец исходных данных для варианта № 41 

х Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 
76 55,6 58,2 58,8 55,4 56,5 
82 55,6 54,4 51,8 53,5 53,1 
88 52,3 51,3 50,8 50,4 52,3 
94 47,4 46,4 50,1 50,3 49,9 
100 50,1 50,8 51,0 51,4 52,4 
106 53,6 54,9 54,4 53,8 54,8 
112 54,8 56,1 58,0 58,0 58,3 
118 66,4 62,7 63,4 64,0 60,7 
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Порядок оформления отчета 
1. Отчет содержит титульный лист, основную часть и вывод. 
2. В основной части указать: 
−  цель выполненной лабораторной работы; 
− краткое условие задачи; 
− матрицу планирования и результаты предварительной обработки экспе-

риментальных данных (см. табл. 4.4); 
− матрицу моделирования (см. табл. 4.5); 
− полученное уравнение регрессии со статистически значимыми коэффици-

ентами и их абсолютной погрешностью; 
− результаты проверки уравнения регрессии на адекватность; 
− результаты оптимизации. 
3. Заключение. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
  

Критерий Смирнова–Граббса 
 

Табличные значения критерия Смирнова–Граббса ; 0,95fτ   

при числе степеней свободы f  и доверительной вероятности p = 0,95 

max iY Y
S
−

τ =  

f  ; 0,95fτ  f   ; 0,95fτ  
1 1,412 26 2,764 
2 1,689 27 2,778 
3 1,869 28 2,792 
4 1,996 29 2,805 
5 2,093 30 2,818 
6 2,172 31 2,830 
7 2,238 32 2,842 
8 2,294 33 2,853 
9 2,343 34 2,864 
10 2,387 35 2,874 
11 2,426 36 2,885 
12 2,461 37 2,894 
13 2,494 38 2,904 
14 2,523 39 2,913 
15 2,551 40 2,922 
16 2,577 41 2,931 
17 2,601 42 2,940 
18 2,623 43 2,948 
19 2,644 44 2,956 
20 2,664 45 2,964 
21 2,683 46 2,972 
22 2,701 47 2,980 
23 2,718 48 2,987 
24 2,734 49 2,994 
25 2,749 50 3,001 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 

Критерий Стьюдента 
 

Табличные значения критерия Стьюдента ; 0,95ft   

при числе степеней свободы f  и доверительной вероятности p = 0,95 

( )Y nt
S

− µ
=  

f  ; 0,95ft  f  ; 0,95ft  f  ; 0,95ft  

1 12,706 36 2,028 71 1,994 
2 4,303 37 2,026 72 1,993 
3 3,182 38 2,024 73 1,993 
4 2,776 39 2,023 74 1,993 
5 2,571 40 2,021 75 1,992 
6 2,447 41 2,020 76 1,992 
7 2,365 42 2,018 77 1,991 
8 2,306 43 2,017 78 1,991 
9 2,262 44 2,015 79 1,990 
10 2,228 45 2,014 80 1,990 
11 2,201 46 2,013 81 1,990 
12 2,179 47 2,012 82 1,989 
13 2,160 48 2,011 83 1,989 
14 2,145 49 2,010 84 1,989 
15 2,131 50 2,009 85 1,988 
16 2,120 51 2,008 86 1,988 
17 2,110 52 2,007 87 1,988 
18 2,101 53 2,006 88 1,987 
19 2,093 54 2,005 89 1,987 
20 2,086 55 2,004 90 1,987 
21 2,080 56 2,003 91 1,986 
22 2,074 57 2,002 92 1,986 
23 2,069 58 2,002 93 1,986 
24 2,064 59 2,001 94 1,986 
25 2,060 60 2,000 95 1,985 
26 2,056 61 2,000 96 1,985 
27 2,052 62 1,999 97 1,985 
28 2,048 63 1,998 98 1,984 
29 2,045 64 1,998 99 1,984 
30 2,042 65 1,997 100 1,984 
31 2,040 66 1,997 101 1,984 
32 2,037 67 1,996 102 1,983 
33 2,035 68 1,995 103 1,983 
34 2,032 69 1,995 104 1,983 
35 2,030 70 1,960 105 1,983 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
 

Критерий Пирсона 
 

Табличные значения критерия Пирсона 2
; 0,975fχ  и 2

; 0,025fχ  

при числе степеней свободы f  и доверительной вероятности p = 0,95 

2
2

2
( 1)n S−

χ =
σ

 

f  2
; 0,975fχ  2

; 0,025fχ  f   2
; 0,975fχ  2

; 0,025fχ  
1 0,000 982 5,024 31 17,539 48,232 
2 0,0506 7,378 32 18,291 49,480 
3 0,216 9,348 33 19,047 50,725 
4 0,484 11,143 34 19,806 51,966 
5 0,831 12,833 35 20,569 53,203 
6 1,237 14,449 36 21,336 54,437 
7 1,690 16,013 37 22,106 55,668 
8 2,180 17,535 38 22,878 56,896 
9 2,700 19,023 39 23,654 58,120 
10 3,247 20,483 40 24,433 59,342 
11 3,816 21,920 41 25,215 60,561 
12 4,404 23,337 42 25,999 61,777 
13 5,009 24,736 43 26,785 62,990 
14 5,629 26,119 44 27,575 64,201 
15 6,262 27,488 45 28,366 65,410 
16 6,908 28,845 46 29,160 66,617 
17 7,564 30,191 47 29,956 67,821 
18 8,231 31,526 48 30,755 69,023 
19 8,907 32,852 49 31,555 70,222 
20 9,591 34,170 50 32,357 71,420 
21 10,283 35,479 51 33,162 72,616 
22 10,982 36,781 52 33,968 73,810 
23 11,689 38,076 53 34,776 75,002 
24 12,401 39,364 54 35,586 76,192 
25 13,120 40,646 55 36,398 77,380 
26 13,844 41,923 56 37,212 78,567 
27 14,573 43,195 57 38,027 79,752 
28 15,308 44,461 58 38,844 80,936 
29 16,047 45,722 59 39,662 82,117 
30 16,791 46,979 60 40,482 83,298 



ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 

Критерий Фишера 
 

Табличные значения критерия Фишера 
числ знам; ; 0,95f fF   

при числах степеней свободы  числf   и   знамf   и  доверительной вероятности p = 0,95 

2 2
1 2
2 2
1 2

max( , )
min( , )

S SF
S S

=  

числf  
знамf  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9 243,0 243,9 244,7 245,4 245,9 246,5 246,9 
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,40 19,41 19,42 19,42 19,43 19,43 19,44 
3 10,13 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8,845 8,812 8,786 8,763 8,745 8,729 8,715 8,703 8,692 8,683 
4 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5,999 5,964 5,936 5,912 5,891 5,873 5,858 5,844 5,832 
5 6,608 5,786 5,409 5,192 5,050 4,950 4,876 4,818 4,772 4,735 4,704 4,678 4,655 4,636 4,619 4,604 4,590 
6 5,987 5,143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099 4,060 4,027 4,000 3,976 3,956 3,938 3,922 3,908 
7 5,591 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677 3,637 3,603 3,575 3,550 3,529 3,511 3,494 3,480 
8 5,318 4,459 4,066 3,838 3,687 3,581 3,500 3,438 3,388 3,347 3,313 3,284 3,259 3,237 3,218 3,202 3,187 
9 5,117 4,256 3,863 3,633 3,482 3,374 3,293 3,230 3,179 3,137 3,102 3,073 3,048 3,025 3,006 2,989 2,974 
10 4,965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,135 3,072 3,020 2,978 2,943 2,913 2,887 2,865 2,845 2,828 2,812 
11 4,844 3,982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2,948 2,896 2,854 2,818 2,788 2,761 2,739 2,719 2,701 2,685 
12 4,747 3,885 3,490 3,259 3,106 2,996 2,913 2,849 2,796 2,753 2,717 2,687 2,660 2,637 2,617 2,599 2,583 
13 4,667 3,806 3,411 3,179 3,025 2,915 2,832 2,767 2,714 2,671 2,635 2,604 2,577 2,554 2,533 2,515 2,499 
14 4,600 3,739 3,344 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699 2,646 2,602 2,565 2,534 2,507 2,484 2,463 2,445 2,428 
15 4,543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,790 2,707 2,641 2,588 2,544 2,507 2,475 2,448 2,424 2,403 2,385 2,368 
16 4,494 3,634 3,239 3,007 2,852 2,741 2,657 2,591 2,538 2,494 2,456 2,425 2,397 2,373 2,352 2,333 2,317 
17 4,451 3,592 3,197 2,965 2,810 2,699 2,614 2,548 2,494 2,450 2,413 2,381 2,353 2,329 2,308 2,289 2,272 
18 4,414 3,555 3,160 2,928 2,773 2,661 2,577 2,510 2,456 2,412 2,374 2,342 2,314 2,290 2,269 2,250 2,233 
19 4,381 3,522 3,127 2,895 2,740 2,628 2,544 2,477 2,423 2,378 2,340 2,308 2,280 2,256 2,234 2,215 2,198 
20 4,351 3,493 3,098 2,866 2,711 2,599 2,514 2,447 2,393 2,348 2,310 2,278 2,250 2,225 2,203 2,184 2,167 
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Продолжение приложения 4 

числf  
знамf  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
21 4,325 3,467 3,072 2,840 2,685 2,573 2,488 2,420 2,366 2,321 2,283 2,250 2,222 2,197 2,176 2,156 2,139 
22 4,301 3,443 3,049 2,817 2,661 2,549 2,464 2,397 2,342 2,297 2,259 2,226 2,198 2,173 2,151 2,131 2,114 
23 4,279 3,422 3,028 2,796 2,640 2,528 2,442 2,375 2,320 2,275 2,236 2,204 2,175 2,150 2,128 2,109 2,091 
24 4,260 3,403 3,009 2,776 2,621 2,508 2,423 2,355 2,300 2,255 2,216 2,183 2,155 2,130 2,108 2,088 2,070 
25 4,242 3,385 2,991 2,759 2,603 2,490 2,405 2,337 2,282 2,236 2,198 2,165 2,136 2,111 2,089 2,069 2,051 
26 4,225 3,369 2,975 2,743 2,587 2,474 2,388 2,321 2,265 2,220 2,181 2,148 2,119 2,094 2,072 2,052 2,034 
27 4,210 3,354 2,960 2,728 2,572 2,459 2,373 2,305 2,250 2,204 2,166 2,132 2,103 2,078 2,056 2,036 2,018 
28 4,196 3,340 2,947 2,714 2,558 2,445 2,359 2,291 2,236 2,190 2,151 2,118 2,089 2,064 2,041 2,021 2,003 
29 4,183 3,328 2,934 2,701 2,545 2,432 2,346 2,278 2,223 2,177 2,138 2,104 2,075 2,050 2,027 2,007 1,989 
30 4,171 3,316 2,922 2,690 2,534 2,421 2,334 2,266 2,211 2,165 2,126 2,092 2,063 2,037 2,015 1,995 1,976 
31 4,160 3,305 2,911 2,679 2,523 2,409 2,323 2,255 2,199 2,153 2,114 2,080 2,051 2,026 2,003 1,983 1,965 
32 4,149 3,295 2,901 2,668 2,512 2,399 2,313 2,244 2,189 2,142 2,103 2,070 2,040 2,015 1,992 1,972 1,953 
33 4,139 3,285 2,892 2,659 2,503 2,389 2,303 2,235 2,179 2,133 2,093 2,060 2,030 2,004 1,982 1,961 1,943 
34 4,130 3,276 2,883 2,650 2,494 2,380 2,294 2,225 2,170 2,123 2,084 2,050 2,021 1,995 1,972 1,952 1,933 
35 4,121 3,267 2,874 2,641 2,485 2,372 2,285 2,217 2,161 2,114 2,075 2,041 2,012 1,986 1,963 1,942 1,924 
36 4,113 3,259 2,866 2,634 2,477 2,364 2,277 2,209 2,153 2,106 2,067 2,033 2,003 1,977 1,954 1,934 1,915 
37 4,105 3,252 2,859 2,626 2,470 2,356 2,270 2,201 2,145 2,098 2,059 2,025 1,995 1,969 1,946 1,926 1,907 
38 4,098 3,245 2,852 2,619 2,463 2,349 2,262 2,194 2,138 2,091 2,051 2,017 1,988 1,962 1,939 1,918 1,899 
39 4,091 3,238 2,845 2,612 2,456 2,342 2,255 2,187 2,131 2,084 2,044 2,010 1,981 1,954 1,931 1,911 1,892 
40 4,085 3,232 2,839 2,606 2,449 2,336 2,249 2,180 2,124 2,077 2,038 2,003 1,974 1,948 1,924 1,904 1,885 
41 4,079 3,226 2,833 2,600 2,443 2,330 2,243 2,174 2,118 2,071 2,031 1,997 1,967 1,941 1,918 1,897 1,879 
42 4,073 3,220 2,827 2,594 2,438 2,324 2,237 2,168 2,112 2,065 2,025 1,991 1,961 1,935 1,912 1,891 1,872 
43 4,067 3,214 2,822 2,589 2,432 2,318 2,232 2,163 2,106 2,059 2,020 1,985 1,955 1,929 1,906 1,885 1,866 
44 4,062 3,209 2,816 2,584 2,427 2,313 2,226 2,157 2,101 2,054 2,014 1,980 1,950 1,924 1,900 1,879 1,861 
45 4,057 3,204 2,812 2,579 2,422 2,308 2,221 2,152 2,096 2,049 2,009 1,974 1,945 1,918 1,895 1,874 1,855 
46 4,052 3,200 2,807 2,574 2,417 2,304 2,216 2,147 2,091 2,044 2,004 1,969 1,940 1,913 1,890 1,869 1,850 
47 4,047 3,195 2,802 2,570 2,413 2,299 2,212 2,143 2,086 2,039 1,999 1,965 1,935 1,908 1,885 1,864 1,845 
48 4,043 3,191 2,798 2,565 2,409 2,295 2,207 2,138 2,082 2,035 1,995 1,960 1,930 1,904 1,880 1,859 1,840 
49 4,038 3,187 2,794 2,561 2,404 2,290 2,203 2,134 2,077 2,030 1,990 1,956 1,926 1,899 1,876 1,855 1,836 
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Продолжение приложения 4 

числf  
знамf  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
50 4,034 3,183 2,790 2,557 2,400 2,286 2,199 2,130 2,073 2,026 1,986 1,952 1,921 1,895 1,871 1,850 1,831 
51 4,030 3,179 2,786 2,553 2,397 2,283 2,195 2,126 2,069 2,022 1,982 1,947 1,917 1,891 1,867 1,846 1,827 
52 4,027 3,175 2,783 2,550 2,393 2,279 2,192 2,122 2,066 2,018 1,978 1,944 1,913 1,887 1,863 1,842 1,823 
53 4,023 3,172 2,779 2,546 2,389 2,275 2,188 2,119 2,062 2,015 1,975 1,940 1,910 1,883 1,859 1,838 1,819 
54 4,020 3,168 2,776 2,543 2,386 2,272 2,185 2,115 2,059 2,011 1,971 1,936 1,906 1,879 1,856 1,835 1,816 
55 4,016 3,165 2,773 2,540 2,383 2,269 2,181 2,112 2,055 2,008 1,968 1,933 1,903 1,876 1,852 1,831 1,812 
56 4,013 3,162 2,769 2,537 2,380 2,266 2,178 2,109 2,052 2,005 1,964 1,930 1,899 1,873 1,849 1,828 1,809 
57 4,010 3,159 2,766 2,534 2,377 2,263 2,175 2,106 2,049 2,001 1,961 1,926 1,896 1,869 1,846 1,824 1,805 
58 4,007 3,156 2,764 2,531 2,374 2,260 2,172 2,103 2,046 1,998 1,958 1,923 1,893 1,866 1,842 1,821 1,802 
59 4,004 3,153 2,761 2,528 2,371 2,257 2,169 2,100 2,043 1,995 1,955 1,920 1,890 1,863 1,839 1,818 1,799 
60 4,001 3,150 2,758 2,525 2,368 2,254 2,167 2,097 2,040 1,993 1,952 1,917 1,887 1,860 1,836 1,815 1,796 
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Продолжение приложения 4 

числf  знамf
 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

1 247,3 247,7 248,0 248,3 248,6 248,8 249,1 249,3 249,5 249,6 249,8 250,0 250,1 250,2 250,4 250,5 250,6 
2 19,44 19,44 19,45 19,45 19,45 19,45 19,45 19,46 19,46 19,46 19,46 19,46 19,46 19,46 19,46 19,47 19,47 
3 8,675 8,667 8,660 8,654 8,648 8,643 8,639 8,634 8,630 8,626 8,623 8,620 8,617 8,614 8,611 8,609 8,606 
4 5,821 5,811 5,803 5,795 5,787 5,781 5,774 5,769 5,763 5,759 5,754 5,750 5,746 5,742 5,739 5,735 5,732 
5 4,579 4,568 4,558 4,549 4,541 4,534 4,527 4,521 4,515 4,510 4,505 4,500 4,496 4,492 4,488 4,484 4,481 
6 3,896 3,884 3,874 3,865 3,856 3,849 3,841 3,835 3,829 3,823 3,818 3,813 3,808 3,804 3,800 3,796 3,792 
7 3,467 3,455 3,445 3,435 3,426 3,418 3,410 3,404 3,397 3,391 3,386 3,381 3,376 3,371 3,367 3,363 3,359 
8 3,173 3,161 3,150 3,140 3,131 3,123 3,115 3,108 3,102 3,095 3,090 3,084 3,079 3,075 3,070 3,066 3,062 
9 2,960 2,948 2,936 2,926 2,917 2,908 2,900 2,893 2,886 2,880 2,874 2,869 2,864 2,859 2,854 2,850 2,846 
10 2,798 2,785 2,774 2,764 2,754 2,745 2,737 2,730 2,723 2,716 2,710 2,705 2,700 2,695 2,690 2,686 2,681 
11 2,671 2,658 2,646 2,636 2,626 2,617 2,609 2,601 2,594 2,588 2,582 2,576 2,570 2,565 2,561 2,556 2,552 
12 2,568 2,555 2,544 2,533 2,523 2,514 2,505 2,498 2,491 2,484 2,478 2,472 2,466 2,461 2,456 2,452 2,447 
13 2,484 2,471 2,459 2,448 2,438 2,429 2,420 2,412 2,405 2,398 2,392 2,386 2,380 2,375 2,370 2,366 2,361 
14 2,413 2,400 2,388 2,377 2,367 2,357 2,349 2,341 2,333 2,326 2,320 2,314 2,308 2,303 2,298 2,293 2,289 
15 2,353 2,340 2,328 2,316 2,306 2,297 2,288 2,280 2,272 2,265 2,259 2,253 2,247 2,241 2,236 2,232 2,227 
16 2,302 2,288 2,276 2,264 2,254 2,244 2,235 2,227 2,220 2,212 2,206 2,200 2,194 2,188 2,183 2,178 2,174 
17 2,257 2,243 2,230 2,219 2,208 2,199 2,190 2,181 2,174 2,167 2,160 2,154 2,148 2,142 2,137 2,132 2,127 
18 2,217 2,203 2,191 2,179 2,168 2,159 2,150 2,141 2,134 2,126 2,119 2,113 2,107 2,102 2,096 2,091 2,087 
19 2,182 2,168 2,155 2,144 2,133 2,123 2,114 2,106 2,098 2,090 2,084 2,077 2,071 2,066 2,060 2,055 2,050 
20 2,151 2,137 2,124 2,112 2,102 2,092 2,082 2,074 2,066 2,059 2,052 2,045 2,039 2,033 2,028 2,023 2,018 
21 2,123 2,109 2,096 2,084 2,073 2,063 2,054 2,045 2,037 2,030 2,023 2,016 2,010 2,004 1,999 1,994 1,989 
22 2,098 2,084 2,071 2,059 2,048 2,038 2,028 2,020 2,012 2,004 1,997 1,990 1,984 1,978 1,973 1,968 1,963 
23 2,075 2,061 2,048 2,036 2,025 2,014 2,005 1,996 1,988 1,981 1,973 1,967 1,961 1,955 1,949 1,944 1,939 
24 2,054 2,040 2,027 2,015 2,003 1,993 1,984 1,975 1,967 1,959 1,952 1,945 1,939 1,933 1,927 1,922 1,917 
25 2,035 2,021 2,007 1,995 1,984 1,974 1,964 1,955 1,947 1,939 1,932 1,926 1,919 1,913 1,908 1,902 1,897 
26 2,018 2,003 1,990 1,978 1,966 1,956 1,946 1,938 1,929 1,921 1,914 1,907 1,901 1,895 1,889 1,884 1,879 
27 2,002 1,987 1,974 1,961 1,950 1,940 1,930 1,921 1,913 1,905 1,898 1,891 1,884 1,878 1,872 1,867 1,862 
28 1,987 1,972 1,959 1,946 1,935 1,924 1,915 1,906 1,897 1,889 1,882 1,875 1,869 1,863 1,857 1,851 1,846 
29 1,973 1,958 1,945 1,932 1,921 1,910 1,901 1,891 1,883 1,875 1,868 1,861 1,854 1,848 1,842 1,837 1,832 
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Окончание приложения 4 
числf  знамf

 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 
30 1,960 1,945 1,932 1,919 1,908 1,897 1,887 1,878 1,870 1,862 1,854 1,847 1,841 1,835 1,829 1,823 1,818 
31 1,948 1,933 1,920 1,907 1,896 1,885 1,875 1,866 1,857 1,849 1,842 1,835 1,828 1,822 1,816 1,811 1,805 
32 1,937 1,922 1,908 1,896 1,884 1,873 1,864 1,854 1,846 1,838 1,830 1,823 1,817 1,810 1,804 1,799 1,794 
33 1,926 1,911 1,898 1,885 1,873 1,863 1,853 1,844 1,835 1,827 1,819 1,812 1,806 1,799 1,793 1,788 1,783 
34 1,917 1,902 1,888 1,875 1,863 1,853 1,843 1,833 1,825 1,817 1,809 1,802 1,795 1,789 1,783 1,777 1,772 
35 1,907 1,892 1,878 1,866 1,854 1,843 1,833 1,824 1,815 1,807 1,799 1,792 1,786 1,779 1,773 1,768 1,762 
36 1,899 1,883 1,870 1,857 1,845 1,834 1,824 1,815 1,806 1,798 1,790 1,783 1,776 1,770 1,764 1,758 1,753 
37 1,890 1,875 1,861 1,848 1,837 1,826 1,816 1,806 1,798 1,789 1,782 1,775 1,768 1,761 1,755 1,750 1,744 
38 1,883 1,867 1,853 1,841 1,829 1,818 1,808 1,798 1,790 1,781 1,774 1,766 1,760 1,753 1,747 1,741 1,736 
39 1,875 1,860 1,846 1,833 1,821 1,810 1,800 1,791 1,782 1,774 1,766 1,759 1,752 1,745 1,739 1,733 1,728 
40 1,868 1,853 1,839 1,826 1,814 1,803 1,793 1,783 1,775 1,766 1,759 1,751 1,744 1,738 1,732 1,726 1,721 
41 1,862 1,846 1,832 1,819 1,807 1,796 1,786 1,777 1,768 1,759 1,752 1,744 1,737 1,731 1,725 1,719 1,713 
42 1,855 1,840 1,826 1,813 1,801 1,790 1,780 1,770 1,761 1,753 1,745 1,738 1,731 1,724 1,718 1,712 1,707 
43 1,849 1,834 1,820 1,807 1,795 1,784 1,773 1,764 1,755 1,747 1,739 1,731 1,724 1,718 1,712 1,706 1,700 
44 1,844 1,828 1,814 1,801 1,789 1,778 1,767 1,758 1,749 1,741 1,733 1,725 1,718 1,712 1,706 1,700 1,694 
45 1,838 1,823 1,808 1,795 1,783 1,772 1,762 1,752 1,743 1,735 1,727 1,720 1,713 1,706 1,700 1,694 1,688 
46 1,833 1,817 1,803 1,790 1,778 1,767 1,756 1,747 1,738 1,729 1,721 1,714 1,707 1,700 1,694 1,688 1,683 
47 1,828 1,812 1,798 1,785 1,773 1,762 1,751 1,742 1,733 1,724 1,716 1,709 1,702 1,695 1,689 1,683 1,677 
48 1,823 1,807 1,793 1,780 1,768 1,757 1,746 1,737 1,728 1,719 1,711 1,704 1,697 1,690 1,684 1,678 1,672 
49 1,819 1,803 1,789 1,775 1,763 1,752 1,742 1,732 1,723 1,714 1,706 1,699 1,692 1,685 1,679 1,673 1,667 
50 1,814 1,798 1,784 1,771 1,759 1,748 1,737 1,727 1,718 1,710 1,702 1,694 1,687 1,680 1,674 1,668 1,662 
51 1,810 1,794 1,780 1,767 1,754 1,743 1,733 1,723 1,714 1,705 1,697 1,690 1,683 1,676 1,670 1,664 1,658 
52 1,806 1,790 1,776 1,763 1,750 1,739 1,729 1,719 1,710 1,701 1,693 1,685 1,678 1,672 1,665 1,659 1,654 
53 1,802 1,786 1,772 1,759 1,746 1,735 1,725 1,715 1,706 1,697 1,689 1,681 1,674 1,667 1,661 1,655 1,649 
54 1,798 1,782 1,768 1,755 1,743 1,731 1,721 1,711 1,702 1,693 1,685 1,677 1,670 1,663 1,657 1,651 1,645 
55 1,795 1,779 1,764 1,751 1,739 1,727 1,717 1,707 1,698 1,689 1,681 1,674 1,666 1,660 1,653 1,647 1,641 
56 1,791 1,775 1,761 1,748 1,735 1,724 1,713 1,703 1,694 1,686 1,678 1,670 1,663 1,656 1,650 1,643 1,638 
57 1,788 1,772 1,757 1,744 1,732 1,720 1,710 1,700 1,691 1,682 1,674 1,666 1,659 1,652 1,646 1,640 1,634 
58 1,785 1,769 1,754 1,741 1,729 1,717 1,706 1,697 1,687 1,679 1,671 1,663 1,656 1,649 1,642 1,636 1,631 
59 1,781 1,766 1,751 1,738 1,725 1,714 1,703 1,693 1,684 1,675 1,667 1,660 1,652 1,646 1,639 1,633 1,627 
60 1,778 1,763 1,748 1,735 1,722 1,711 1,700 1,690 1,681 1,672 1,664 1,656 1,649 1,642 1,636 1,630 1,624 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 
 

Критерий Кохрена 
 

Табличные значения критерия Кохрена 
числ знам; ; 0,95f fG   

при числах степеней свободы числf  и   знамf  и доверительной вероятности p = 0,95 

2

2

1

max j
N

j
j

S
G

S
=

=
∑

 

числf  числf  
знамf  

1 2 3 4 5 6 7 знамf  
1 2 3 4 5 6 7 

2 0,998 0,975 0,939 0,906 0,877 0,853 0,833 16 0,452 0,319 0,262 0,230 0,208 0,193 0,181 
3 0,967 0,871 0,798 0,746 0,707 0,677 0,653 17 0,434 0,305 0,250 0,219 0,198 0,183 0,172 
4 0,906 0,768 0,684 0,629 0,589 0,560 0,536 18 0,418 0,293 0,240 0,209 0,189 0,175 0,164 
5 0,841 0,684 0,598 0,544 0,506 0,478 0,456 19 0,403 0,281 0,230 0,200 0,181 0,167 0,157 
6 0,781 0,616 0,532 0,480 0,445 0,418 0,398 20 0,389 0,270 0,221 0,192 0,174 0,160 0,150 
7 0,727 0,561 0,480 0,431 0,397 0,373 0,354 21 0,377 0,261 0,212 0,185 0,167 0,154 0,144 
8 0,680 0,516 0,438 0,391 0,359 0,336 0,318 22 0,365 0,252 0,204 0,178 0,160 0,148 0,138 
9 0,638 0,477 0,403 0,358 0,328 0,307 0,290 23 0,354 0,243 0,197 0,171 0,155 0,142 0,133 
10 0,602 0,445 0,373 0,331 0,303 0,282 0,267 24 0,343 0,235 0,191 0,166 0,149 0,137 0,129 
11 0,570 0,417 0,348 0,308 0,281 0,262 0,247 25 0,334 0,228 0,185 0,160 0,144 0,133 0,124 
12 0,541 0,392 0,326 0,288 0,262 0,244 0,230 26 0,325 0,221 0,179 0,155 0,139 0,128 0,120 
13 0,515 0,371 0,307 0,271 0,246 0,229 0,215 28 0,308 0,209 0,168 0,146 0,131 0,121 0,113 
14 0,492 0,352 0,291 0,255 0,232 0,215 0,202 30 0,293 0,198 0,159 0,138 0,124 0,114 0,106 
15 0,471 0,335 0,276 0,242 0,220 0,203 0,191 32 0,279 0,188 0,151 0,130 0,117 0,108 0,100 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 
 

Краткие сведения об использовании 
программы компьютерной математики MS Excel 

 
Программа MS Excel входит в пакет офисных приложений Microsoft Office 

и является простой и наиболее распространенной при несложных математических 
расчетах. Программа позволяет использовать широкий набор встроенных функ-
ций для решения задач математической статистики. Рассматриваемые в данном 
пособии функции содержатся в версиях программы не старше 2010 г. 

= СУММ – сумма чисел в заданных ячейках; 
= СУММКВ – сумма квадратов чисел в заданных ячейках; 
= СЧЕТ – количество чисел в заданных ячейках; 
= СРЗНАЧ – среднее арифметическое чисел в заданных ячейках; 
= СРОТКЛ – среднее арифметическое отклонений по модулю чисел в за-

данных ячейках от их среднего; 
= ДИСП.В – дисперсия выборочных значений в заданных ячейках; 
= МАКС – максимальное значение чисел в заданных ячейках; 
= МИН – минимальное значение чисел в заданных ячейках; 
= ЕСЛИ – выбор одного из двух возможных значений в зависимости от за-

данного условия; 
= СТЬЮДЕНТ.ОБР.2Х – значение критерия Стьюдента при заданных дове-

рительной вероятности и числе степеней свободы; 
= F.ОБР – значение критерия Фишера при заданных доверительной вероят-

ности и числах степеней свободы двух выборок; 
= ХИ2.ОБР – значение критерия Пирсона при заданных доверительной ве-

роятности и числе степеней свободы; 
= БЕТА.ОБР – значение обратной функции бета-распределения. 

 
 

Краткие сведения об использовании 
программы компьютерной математики Mathcad 

 
В данном пособии решение индивидуальных заданий иллюстрируется про-

граммой Mathcad 15-й версии – последней из версий с классическим программным 
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меню и удобным переносом числовых данных в (из) MS Excel через буфер обмена. 
Для полного освоения этой программы компьютерной математики Mathcad  следует 
использовать пособие [3].  

Вводимые математические формулы в программе отображаются в привыч-
ном «книжном» виде (рис. П.6.1). Однако обозначение некоторых функций отли-
чается от привычного: тригонометрические функции тангенса tg(x) и котангенса 
ctg(x) обозначены tan(x) и cot(x).  

 
Рис. П.6.1 

 
Обозначение простых переменных – любая последовательность буквенных 

и числовых символов, начинающихся с буквы (строчные и прописные буквы раз-
личаются). Для ввода букв алфавита греческого языка используется специальная 
панель в меню. В обозначениях переменных можно использовать некоторые сим-
волы, например: S² не может быть задана с помощью числа в виде верхнего ин-
декса, так как будет «понята» программой, как квадрат переменной S. Для этой 
цели должен использоваться символ «²» набором Alt+0178 на цифровой клавиату-
ре в английской раскладке. 

Переменные с индексом бывают двух типов: простые переменные и элемен-
ты массивов. Простые индексы отделяются точкой после имени, индексы масси-
вов – открывающей квадратной скобкой или нижним индексом на панели 
форматирования. 

Числовое значение присваивается переменной символом «:=». Символ «=» 
после переменной выводит ее текущее значение, символ «=» используется в опе-
рациях сравнения. 

Элементы массивов нумеруются по умолчанию от 0. Другие нумерации 
можно задать переменной ORIGIN. 
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Для символьных преобразований в данном пособии используются некото-
рые ключевые слова из панели «Символьные» (рис. П.6.2):  

 
Рис. П.6.2 

 
→ – выполнить алгебраические преобразования в символьном виде; 
simplify – упростить; 
assume – принять, например, assume, x > 0; 
combine, sincos – выполняет дополнительные преобразования тригономет-

рических функций. 
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